Test chi-kwadrat

Test ?

Przypomnijmy sobie na poczatek podstawowy schemat statystycznego testowania hipotez:

Testowanie hipotez (przypomnienie)

Wymyslamy nasza hipoteze alternatywna (ta nas interesuje!)

Przyjmujemy hipoteze zerowa (i ew. dodatkowe zalozenia).

Decydujemy si¢ na okreslony poziom istotnoéci «.

Konstruujemy rozklad interesujacej nas statystyki z proby (przy zalozeniu Hy i ew. innych zalozeniach)
(dzi$ bedzie to statystyka testowa x2).

4. Okredlamy region krytyczny (biorac pod uwage « i ewentualnie kierunkowo$é hipotezy) (przy tescie x>
kierunkowo$¢ nie ma znaczenia - test ten jest zawsze jednostronny).

Losujemy prébe, zbieramy dane, liczymy statystyke.

6. Odrzucamy, badz nie H

W= o

ot

Statystyka testowa \?

Ponizej podany jest wzér na statystyke testowa x?:

) O — E)?
ey 0B

gdzie:

e O - zaobserwowana liczba wystapien okreslonego zdarzenia
o E - oczekiwana/teoretyczna liczba wystapien okreslonego zdarzenia

Ksztalt rozktadu teoretycznego x? zalezy wylgcznie od liczby stopni swobody. Rozklad ten bedzie dla nas
bardzo przydatny w testowaniu hipotez ze wzgledu na to, ze rozklad x? to rozktad zmiennej losowej, ktéra
jest suma k kwadratéw niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozkladzie normalnym. W tej
chwili moze wydawac sie to niezbyt przydatna informacja, jak jednak zobaczymy, jest ona kluczowa dla logiki
dziatania testéw x?2.

Wrécimy do tego jeszcze za chwile. Teraz wyobrazmy sobie, ze rzucamy 100 razy (uczciwa) moneta.
Spodziewamy sie, ze orzel wypadnie okoto 50 razy. Jest to teoretyczna/oczekiwana liczba ortéw w naszym
eksperymencie. Obliczmy réznice pomiedzy faktyczna liczba ortéw a teoretyczna liczba ortéw i podzielmy ja
na pierwiastek z teoretycznej liczbe ortéw. Mozna dowie$é z Centralnego Twierdzenia Granicznego (w bardziej
“zaawansowanym” sformulowaniu, niz omawialidmy), ze takie zmienna wraz ze wzrostem liczebnosci préby
bedzie dazy¢ do rozkladu normalnego N(0,1 — p). My zamiast tego dowodzié¢, pokazemy, ze ta zaleznosé
dziata, korzystajac z prostej symulacji.

sim <- replicate(100000, { # powtdrzmy nasze doswiadczenie 100 000 razy
# losujemy 100 wartosci z rozktadu dwupunktowego o P=0.5
k <- sum(sample(0:1, 100, TRUE) )
# liczymy réznice miedzy czestosScig obserwowang a teoretyczng
# nastepnie dzielimy przez pierwiastek z oczekiwanej liczby wystgpien
(k-50) /sqrt (100%0.5)

b



# Nastepnie stwérzmy histogram z naszych wynikoéow
hist(sim, FALSE,
"Réznice miedzy czestoscia empiryczng a teoretyczna")

# Na stworzony histogram natozymy krzywa gestosct prawdopodobienstwa N(0, 1-p)
curve (dnorm(x, sqrt(1-0.5)), TRUE, 'red')

# Gestosé "empiryczna'" z jgdrowego estymatora gestosct
points(density(sim), 09,0 '"blue')

Rd&znice miedzy czestoscig empiryczng a teoretyczng
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To “pofalowanie” krzywej gestosci naszych symulowanych danych wynika oczywiscie z faktu, ze nasza zmienna
nie jest tak naprawde ciagla - moze przyjmowa pewne wartosci (liczby naturalne od —50 do 50 podzielone

przez pierwiastek z 50), a pewnych nie moze (np. 124.34). Mozna latwo stwierdzi¢ to, patrzac na wzoér - jesli
(0-E)*
E

O moze by¢ tylko liczba catkowita liczba calkowita, to nie bedzie moglo przyja¢ wszystkich wartosci
ze zbioru dodatnich liczb rzeczywistych. Wraz ze wzrostem liczebnosci préby moze przyjmowacé coraz wiecej
wartosci wiec krzywa w sposéb naturalny “wygtadzi” sie.

Przy N = 10000 juz wyglada zupelnie jak rozklad normalny.

sim <- replicate(10000, {
k = sum(sample(0:1, 10000, TRUE) )
(k-5000) /sqrt (10000%0.5)

b
hist(sim, FALSE,

"Roznice miedzy czestoscia teoretyczng a empiryczna")
curve (dnorm(x, sqrt(1-0.5)), TRUE, 'red')
points(density(sim), 1, 'blue')



R&znice miedzy czestoScig teoretyczng a empiryczng
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W testach opartych na statystyce testowej x? bedzie nas interesowal rozktad sumy kwadratéw kilku takich
zmiennych. Mozna dowiesé, ze dla r takich zmiennych rozklad taki ma postaé x?(r — 1) to znaczy jest
to rozktad x? o r — 1 stopniach swobody. Nie bedziemy tego dowodzié¢, dowéd moga Panstwo znalezé
np. tu: https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-443-statistics-for-applications-fall-2003 /lecture-
notes/lec23.pdf (prawdopodobnie nigdy nie beda Paristwo tego dowodzi¢). Przetestujmy te “prawde objawiona”
na przykladzie dwéch zmiennych. Jak widzimy nasz rozktad empiryczny x?2, ktéry otrzymaliémy za pomoca
symulacji (histogram i niebieska krzywa) odpowiada rozkladowi teoretycznemu (czerwona krzywa).

czy_to_chi_kwadrat <- replicate(100000, {
k = sum(sample(0:1, 1000, TRUE) )
((k-500) *%2) /(1000%0.5) + # jedna zmienna (liczba oridéw)
((1000-k-500) #*2) / (1000%0.5) # druga zmienna (liczba reszek)

1))

hist(czy_to_chi_kwadrat, FALSE, "Kwadraty réznic")
points(density(czy_to_chi_kwadrat), 1, '"blue')
curve(dchisq(x, 1), 0, TRUE, 'red')


https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-443-statistics-for-applications-fall-2003/lecture-notes/lec23.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-443-statistics-for-applications-fall-2003/lecture-notes/lec23.pdf

Kwadraty réznic
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czy_to_chi_kwadrat

Na ponizszej ilustracji przedstawione mamy wykresy rozkladu x? dla réznej liczby stopni swobody. Na
kazdy z wykreséw nalozona zostala réwniez pionowa linia odcinajaca gérne 5% rozkladu. Tam bedg wartosci
statystyki testowej uprawniajace nas do odrzucenia hipotezy zerowej (oczywiscie tylko wtedy, gdy przyjmiemy
a = 0.05)!

par( c(2,2))
for (df in 1:4) {

curve(dchisq(x, df), 0, 20, paste('Liczba stopni swobody: ', df))

wk = qchisq(0.95, df) # wartosé krytyczna

abline(v=wk, 2, 3) # linia wyznaczajgca obszar krytyczny

text ( wk+2, 0.1, as.character (round(wk,3))) # wartosé krytyczna
}



Liczba stopni swobody: 1 Liczba stopni swobody: 2
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Testowanie hipotez za pomoca testu \?

Na tych zajeciach bedziemy zajmowaé sie dwoma testami bazujacymi na statystyce testowej x2. Pierwszy
z nich to test zgodnoéci x? (goodness-of-fit test), drugi to test niezaleznosci x? (test of independence). Z
obliczeniowego punktu widzenia resty te dzialaja do$¢ podobnie, sa miedzy nimi jednak istotne réznice i
stosuje sie¢ je w nieco innych sytuacjach.

Przyklad I (test zgodnosci)

Korzystajac z naszej teoretycznej wiedzy mozemy wykorzystaé¢ rozklad x? do statystycznego testowania
hipotez.

PrzesledZzmy przyktad zaczerpniety z podrecznika Davida Howella.

Praktycy Leczniczego Dotkniecia twierdza, ze potrafig wyleczy¢ rézne dolegliwosci zdrowotne uzy-
wajac swoich dloni do manipulacji “polem energetycznym czlowieka”. Emily Rosa zarekrutowala
praktykow Leczniczego Dotkniecia do eksperymentu. Polegal ona na tym, ze majac zawiazane
oczy mieli oni wykry¢, nad ktéra z ich dloni znajduje sie dlort Emily (a zawsze byta tylko nad
jedna). Okazalo sie ze w 280 prébach tylko 123 razy udalo im si¢ wskazaé¢ wlasciwa dlon.

Chcemy dowiedzie¢ sie, czy rezultaty osiagane przez praktykéw DT réznig sie od rezultatow, ktorych
spodziewalibySmy sie, gdyby zgadywali. Nie interesuje nas w tym wypadku kierunek réznicy, tzn. to, czy
odpowiadali lepiej czy gorzej, niz gdyby odpowiadali catkowicie losowo.

Wiemy, ze w rzeczywistosci 123 razy odpowiedzieli poprawnie a w 157 niepoprawnie. Ponadto wiemy, ze
gdyby zgadywali, to warto$ciami oczekiwanymi bytoby 140 i 140.

Nasza hipoteza glosi wiec, ze rozklad empiryczny (ten, ktéry otrzymaliSmy w eksperymencie) rézni sie od
rozktadu teoretycznego (w tym przypadku - losowego wskazywania).

Hy:—~(X ~F)



a zatem hipotezg zerowa (ktéra bedziemy chcieli obalié!) jest:

Hy: X ~F

Innymi stowy, bedziemy staraé sie wykazywaé, ze nasze dane nie pochodza z okreslonego rozktadu teorety-
cznego.

Obliczmy statystyke testowg x? wedlug wzoru:

e Y -suma
e O - zaobserwowana liczba wystapien danego zdarzenia
e FE - oczekiwana liczba wystapien danego zdarzenia

Nastepnie uzywajac teoretycznego rozkladu x? sprawdzmy, jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania takiego
lub bardziej skrajnego wyniku przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowe;j.

Liczba stopni swobody jaka nas interesuje (tzn. 1) dana jest przez wzor:

df =r—1

e df - liczba stopni swobody
e 71 - liczba zmiennych losowych

Generalnie zasada jest to, ze liczba stopni swobody réwna jest liczbie kategorii, ktéra zmniejszamy o liczbe
stopni swobody, ktore “utraciliSmy” dopasowujac rozklad do danych.

Obrazowo - wyobrazmy sobie, ze mamy 3 kategorie i nie wiemy nic o tym, ile jest zliczen w kazdej z nich,
wiemy tylko ile jest obserwacji w sumie. Doktadnie taki wynik mozemy uzyskaé przy réznych liczbach zliczen,
mozemy je modyfikowaé¢ ALE jesli ustalimy juz warto$ci w dwéch komoérkach, to wartosé trzeciej komorki
jest zdeterminowana.

W innych kategoriach mozna mysle¢ o tym tak: wyobrazmy sobie ze rzucamy moneta 100 razy. Czy liczba
ortéw i liczba reszek sa zmiennymi niezaleznymi? Oczywiscie nie - jedli znamy liczbe orléw to wiemy juz,
jaka jest liczba reszek. Stad nasza redukcja stopni swobody.

Liczba stopni swobody przy tescie zgodnosci jest réwna liczbie zmiennych, ktore mozemy swobodnie zmienia¢
zachowujac taks sama sume wszystkich zliczen.

(W przypadku tabeli 2x2 i testu niezaleznosci, ktéry oméwimy nieco pdZniej, sprawa wyglada troszke inaczej.
Miejsce naszej sumy wszystkich zliczen zajmuja sumy brzegowe. Jak latwo zauwazy¢, w tej sytuacji mozemy
swobodnie zmienié¢ warto$é tylko jednej zmiennej. Jesli juz ja ustalimy to wartoséci sum brzegowych determinuja
juz liczby w pozostalych komorkach. Tracimy po jednym stopniu swobody z “wiersza” i z “kolumny”. Jest to
prawda takze dla tabeli 2x3 - jezeli ustalimy wartosci w dwoch komoérkach, to sumy brzegowe determinuja
wartosci w pozostalych. Tak samo jak w przypadku testu zgodnosci struktura zaleznosci miedzy zmiennymi
sprawia, ze musimy zredukowa¢ liczbe stopni swobody. Zobaczymy, jak to wszystko dziala, kiedy omdéwimy
drugi typ testu x2. Teraz wréémy jednak do naszego przykladu.)

Obliczmy wiec statystyke testowa:
zaobserwowane <- c(123,157)

oczekiwane <- c(140,140)

# Obliczamy statystyke testowqg chi kwadrat
chi_kw <- sum((zaobserwowane - oczekiwane)**2/oczekiwane)

# Za pomocg dystrybuanty mozemy wyznaczyé prawdopodobienstwo uzyskania takiego



# lub bardziej skrajnego wyniku
# Uwaga! Interesuje mas zawsze goérna czeSé rozkltadu, stgd "lower.tatl = FALSE"
pchisq(chi_kw, 1, lower.tail = FALSE)

## [1] 0.04216493

# za pomocg funkcji kwantylowej (=odwrotnej dystrybuanty) mozemy obliczyé wartosé krytyczng
qchisq(0.95,1)

## [1] 3.841459

# to samo mozemy tatwiej uzyskaé za pomocqg znajdujgcej
# sie w bibliotece standardowej funkcji “chisq.test’
chisq.test(c(123,157))

##

## Chi-squared test for given probabilities

##

## data: c(123, 157)

## X-squared = 4.1286, df = 1, p-value = 0.04216

Okazuje sig, ze dla poziomu istotnoéci statystycznej a = 0.05 hipoteza zerowa zostala obalona. Mamy
prawo przyja¢ hipoteze alternatywna, gloszaca, ze rozklad odpowiedzi rézni sie od rozkladu teoretycznego.
Problemem dla praktykéw Leczniczego Dotkniecia jest to, ze rézni si¢ na ich niekorzysé :).

Skadinad wiadomo, ze ze wzgledu na wlasnoéci rozktadu x? nasze postepowanie jest réwnowazne uzyciu
rozkladu normalnego N (0,1 — p) i dwustronnej hipotezy. Wynik ten dokladnie pokrywa sie z wynikiem, ktére
otrzymaliby$my stosujac test dwumianowy korzystajac z aproksymacji z rozktadu normalnego.

pnorm((123-140) /sqrt(280%0.5), sd = sqrt(1-0.5))*2

## [1] 0.04216493
pnorm( (123-140) /sqrt (280%0.5%0.5) ) *2

## [1] 0.04216493

Rozklad teoretyczny x? nie zawsze dokladnie odpowiada teoretycznemu rozktadowi statystyki x? z préby (bo
jej rozklad jest np. “pofalowany” - patrz wykres na gérze). Mozemy czasami uzyskaé dokladniejszy wynik za
pomoca symulacji.

# mozemy uzyé do tego funkcji ‘chisq.test’ wywolanej 2z

# argumentem “simulate.p.value’

chisq.test(c(123,157), simulate.p.value = TRUE, B = 100000)

#i#

## Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
## on 1le+05 replicates)

#it

## data: c¢(123, 157)

## X-squared = 4.1286, df = NA, p-value = 0.04759

# dla tlustracji lepiej zrobié to samemu w tym celu

# wylosujemy 1kk prédb z rozktadu dwupunktowego

# dla kazdej obliczymy statystyke testowqg chi-kwadrat
# 1 zobaczymy ile z nich byto rowne lub wieksze od tej
# ktorg uzyskalismy w naszym eksperymencie

q = replicate(100000, { # 100 000 razy replikujemy eksperyment

x = sample(c('C', 'I'), size = 280, replace = TRUE) # polegajgcy na losowaniu ze zwracaniem 280 warto



# odpowiadajgcych sukcesowi % porazce
# przy zalozeniu, ze ich prawdopodobienstwa sqg T06
sum(((table(x) [1] - 140)*%2)/140, ((table(x)[2] - 140)*%2)/140) # obliczamy statystyke testowg chi 2
b

length(q[g>=chi_kw])/length(q) # sprawdzamy ile bylo wynikéw takich lub bardziej skrajnych jak ten otrz

## [1] 0.048

# w prawdziwym eksperymencie

Przyktad II (test zgodnosci)

Wyobrazmy sobie, ze przeprowadziliSmy eksperyment na grupie 75 dzieci grajacych w Papier-Kamien-Nozyce
i zapisywali$my, ktérego ze znakéw uzylo dziecko w swojej rozgrywce. Okazalo sig, ze 30 razy padl Kamien,
21 Papier i 24 Nozyce. Czy mamy prawo powatpiewaé¢ w to, ze dzieci wybieraly znak losowo?

zaobserwowane <- c(30,21,24)
oczekiwane <- c(25,25,25)

chi_kw <- sum((zaobserwowane - oczekiwane)**2/oczekiwane)
pchisq(chi_kw, 2, FALSE)

## [1] 0.4317105
qchisq(0.95,2)

## [1] 5.991465
chisq.test(c(30,21,24))

##

## Chi-squared test for given probabilities
##

## data: c(30, 21, 24)

## X-squared = 1.68, df = 2, p-value = 0.4317

Ponownie mozemy obliczyé warto$é p za pomoca metody Monte Carlo (czyli symulacji). Zasadniczo nie
bedziemy robi¢ tego w praktyce, ale warto zrobi¢ to kilka razy zeby uzmystowié¢ sobie, ze rozklad teoretyczny
x? rozklad statystyki testowej x? nie zawsze sa dokladnie tym samym rozkladem.

chisq.test(c(30,21,24), TRUE, 100000)

#i#

## Chi-squared test for given probabilities with simulated p-value (based
## on 1le+05 replicates)

#i#

## data: c(30, 21, 24)

## X-squared = 1.68, df = NA, p-value = 0.4503

q = replicate(100000, {
x = sample(c('R', 'P', 'S'), 75, TRUE) # losujemy z 3 wartosct
# nie chodzt o Rychu Peja Saluffka tylko Rock Paper
sum(((table(x) [1] - 25)**2)/25, # obliczamy statystyke testowg chi 2
((table(x) [2] - 25)**2)/25,
((table(x) [3] - 25)#**2)/25)
b



length(q[g>=chi_kw])/length(q) # sprawdzamy ile bylo wynikéw takich lub bardziej skrajnych jak ten otrz

## [1] 0.45124

# w prawdziwym eksperymencie

Warto zwréci¢ uwage na to, ze nie zawsze teoretyczne prawdopodobienstwa beda réwne i wobec tego nie
zawsze beda réwne czestosci teoretyczne. W zadaniach domowych spotkaja Panstwo tego typu sytuacje - w
R obstuzyé mozna je za pomoca argumentu p(rawdopodobienistwa) funkeji chisq.test.

Przyktad III (test niezaleznosci)

W przewazajacej wiekszosci przypadkow nasze dane beda kategoryzowane nie we wzgledu na jedna klasyfikacje
(jak w poprzednich przykladach) ale na dwie (lub wiecej).

Bardzo czesto interesuje nas pytanie, czy jedna zmienna jest zalezna od drugiej. W tym celu musimy
skonstruowaé tabele krzyzowa (zwang takze tabela kontyngencji lub rozdzielcza).

Nastepnie musimy obliczy¢ oczekiwane czestosci w kazdej koméree takiej tabeli. Po zrobieniu tego mozemy
zastosowaé test niezaleznodci x2. Jak tatwo si¢ domyslié nasza hipoteza zerowa bedzie to, ze dwie zmienne sa
od siebie niezalezne (bo hipoteza alternatywna jest, ze sa zalezne).

Wartosci oczekiwane obliczamy wedtug nastepujacego wzoru:

g, = 1%

gdzie R; i C; to sumy brzegowe (marginal totals) czyli w naszym przypadku suma wszystkich obserwacji z
odpowiednio - wiersza i kolumny, w ktéorym znajduje si¢ nasza komoérka w tabeli.

Zajmiemy si¢ teraz danymi dotyczacymi kary $mierci w polnocnej karolinie zebranymi przez Unah i Borgera,
ktore przywotuje Howell w swoim podreczniku.

<td colspan = 2> Kara Smierci </td>
<td></td>

Rasa oskarzonego
Tak

Nie
Suma
Nie-biaty
33

251

284

Biaty

33

508

541
Suma

66



759

825

Chcemy sprawdzi¢, czy rodzaj wyroku jest zalezny od rasy oskrazonego.
Zestaw naszych hipotez to:

Hy : Cechy X 1Y sg zalezne.

Uwazamy bowiem, ze wyniki te $wiadcza o tym, ze skazanie na kare $mierci (V) jest zalezne od rasy
oskarzonego (X). Bedziemy zatem obalaé nastepujaca hipoteze:

Hy : Cechy X 1Y sa niezalezne
Rozpoczniemy od obliczenia wartosci oczekiwanych. Metod na zrobienie tego jest kilka, oto dwie z nich:

library(DescTools)
c_table = matrix(c(33,251,33,508),2,2, TRUE)

# za pomocg margin.table mozemy wyliczyé sumy brzegowe

n = margin.table(c_table)
k = margin.table(c_table, 2)
w = margin.table(c_table, 1)

g = expand.grid(w,k) # prosze zajrzeé do dokumentacji tej funkcji
# To sq nasze liczebnosSci teoretyczne

exp_table = matrix((g$Varl * g$Var2)/n,2,2)

# Mozna sobie poméc funkcjq ExpFreq z pakietu DescTool

oczekiwane = ExpFreq(c_table)

print('Zaobserwowane liczebno§ci')

## [1] "Zaobserwowane liczebnosci"
c_table

## [,11 [,2]
# [1,] 33 251
## [2,] 33 508

print('Liczenosci teoretyczne')

## [1] "LiczenoSci teoretyczne"

exp_table # metodg exzpand.grid

#i# [,1] [,2]
## [1,] 22.72 261.28
## [2,] 43.28 497.72

oczekiwane # metodg mnozenia element-po-elemencie
#i (.11 [,2]

## [1,] 22.72 261.28
## [2,] 43.28 497.72

10



Kiedy mamy juz liczebnosci oczekiwane oraz liczebnosci rzeczywiscie zaobserwowane, mozemy obliczy¢
statystyke testowsa X27 korzystajac ze znanego juz nam wzoru:

chi_kw = sum(((c_table - exp_table)**2)/exp_table)

Sam test mozemy przeprowadzi¢ albo wyznaczajac warto$é krytyczna i region odrzucenia dla okreslonego
przez nas poziomu «, albo obliczajac warto$¢ p i sprawdzajac, czy jest nizsza niz proéy istotnosci.

print('Obszar krytyczny')

## [1] "Obszar krytyczny"
qchisq(0.95,1)

## [1] 3.841459
print('Chi-kwadrat')

## [1] "Chi-kwadrat"
chi_kw

## [1] 7.709865
print('Wartos¢ p')

## [1] "Wartosé p"
pchisq(chi_kw, 1, FALSE)

## [1] 0.005491987
Do przeprowadzania testu x? mozemy wykorzysta¢ whudowang funkcje chisq.test. Musimy jednak zdawaé
sobie sprawe, ze domy$lnie aplikuje ona poprawke na ciagltosé dla tabel 2x2.

# Standardowo funkcja ‘chisq.test’ aplikuje poprawke
# na ciggtosé dla tabel 2z2
print('Z poprawkay')

## [1] "Z poprawka"
chisq.test(c_table)

##

## DPearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction
##

## data: c_table

## X-squared = 6.9781, df = 1, p-value = 0.008251

# Kiedy jq wytgczymy, to zwrdcony wyniki bedzie identyczny
print('Bez poprawki')

## [1] "Bez poprawki"

# jak nasz

chisq.test(c_table, FALSE)
##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: c_table
## X-squared = 7.7099, df = 1, p-value = 0.005492
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# Ale mozemy réwnie dobrze nie robié zZadnych poprawek
# 1 wyliczyé wartosé p metodg Monte Carlo
# Ciekawe czy blizsza bedzie wartosci bez poprawki czy z poprawkq na ctqggltosé?

print('Zasymulowana wartoSé p ')

## [1] "Zasymulowana wartos¢ p
chisq.test(c_table, TRUE, 10000000)

##

## Pearson's Chi-squared test with simulated p-value (based on 1e+07
## replicates)

##

## data: c_table

## X-squared = 7.7099, df = NA, p-value = 0.006811

Przyklad IV (test niezaleznosci)

Zwykle nie bedziemy mieli naszych danych w postaci tabeli krzyzowej, ale ramki danych. Czesto spotykamy
sie réwniez z sytuacja, w ktérej jakas funkcja potrzebuje do dzialania ramki danych. Sprobujmy stworzy¢
sobie “udawana” ramke danych a nastepnie zobaczmy funkcje CrossTable z pakietu gmodels. Pozwala
tworzy¢ “wydruki”, na ktorych znajduje sie cala masa przydantych informacji dotyczacych danych z tabel
krzyzowych - zliczenia, wartosci oczekiwane, sumy brzegowe, rozklady brzegowe, rézne statystyki testowe, itp
(zachecam do zajrzenia do dokumentacji).

Kolejny przyktad dotyczy terapii antydepresantami w leczeniu anoreksji. Od dawna przypuszczana, ze depresja
jest jednym z powoddw, przez ktére dziewczeta leczone z anoreksji wpadaja w nia ponownie. Zwyczajnym
sposobem postepowania jest przepisywanie antydepresantéw. Walsh zbadal 93 pacjentki, ktorym udalo sie
powrdéci¢ do prawidlowej wagi. 49 z nich zostal przepisany Prozac, 44 przyjmowalo placebo. Eksperyment
mial sprawdzi¢ wplyw przyjmowania antydepresantéw na nawrét choroby.

Terapia Sukces Nawrdt

Prozac 13 36
Placebo 14 30

Czy mamy powody by sadzi¢, ze terapia jest skuteczna w powstrzymywaniu nawrotéw? Innymi stowy - czy
przyjmowanie depresantéw i nawr6t choroby sa zmiennymi zaleznymi? Aby sie tego dowiedzieé, przyjmiemy,
ze sg niezalezne (hipoteza zerowa) i bedziemy prébowali to twierdzenie obalié.

Najpierw stworzymy sobie ramke danych. ..

countsToCases <- function(x, "Freq") {
# Get the row indices to pull from z
idx <- rep.int(seq_len(nrow(x)), x[[countcoll])

# Drop count column
x[[countcol]] <- NULL

# Get the rows from z
x[idx, ]
}
c_table <- as.table(matrix(c(13,14,36,30), 2,2))

df <- countsToCases(as.data.frame(c_table))
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colnames(df) = c('Outcome', 'Treatment')
levels(df$0utcome) = c('Success', 'Relapse')
levels(df$Treatment) = c('Drug', 'Placebo')

head (df)

## Outcome Treatment
## 1 Success Drug
## 1.1 Success Drug
## 1.2 Success Drug
## 1.3 Success Drug
## 1.4 Success Drug
## 1.5 Success Drug

Oto nasza ramka! Teraz, zeby przeprowadzié¢ test x? musimy zbudowaé tabele krzyzowa. Alternatywnie
mozemy uzy¢ funkeji z pakietu gmodels, ktéra domyslnie zwraca duzo wiecej informacji (ale kto§ mégtby
powiedzieé¢ - za duzo!). Z ramki danych mozna zrobi¢ tabele krzyzowa tworzymy przy uzyciu funkcji table.

#install.packages('gmodels')
library(gmodels)

## Registered S3 method overwritten by 'gdata':
## method from
## reorder.factor DescTools

table(df$0utcome, df$Treatment)

##

## Drug Placebo

##  Success 13 36

##  Relapse 14 30

chisq.test(table(df$0utcome, df$Treatment), FALSE)
##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: table(df$0utcome, df$Treatment)
## X-squared = 0.31458, df = 1, p-value = 0.5749

# Jeslt kto$ lubt, to mozna na bogato uzyé wspomnianej funkcji

CrossTable(df$Treatment, df$Outcome, TRUE,
##

##

## Cell Contents

## |- |

## N

## Expected N

## | Chi-square contribution

#it N / Row Total

#i# N / Col Total

#it N / Table Total

## |- |

##

##

## Total Observations in Table: 93
#it

13
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TRUE) # jak ktos lubt...



##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

| df$0utcome
df$Treatment | Success | Relapse |
------------- |-——————— = | = |
Drug | 13 | 14 |
| 14.226 | 12.774 |
I 0.106 | 0.118 |
| 0.481 | 0.519 |
| 0.265 | 0.318 |
| 0.140 | 0.151 |
————————————— | === mmmm e | e |
Placebo | 36 | 30 |
| 34.774 | 31.226 |
I 0.043 | 0.048 |
| 0.545 | 0.455 |
| 0.735 | 0.682 |
| 0.387 | 0.323 |
————————————— | —mm o | e |
Column Total | 49 | 44 |
| 0.527 | 0.473 |
------------- e B
Statistics for All Table Factors
Pearson's Chi-squared test
Chi™2 = 0.3145837 d.f. = 1 )

Pearson's Chi-squared test with Yates'

Chi®2 = 0.1102895 d.f. = 1 P

Fisher's Exact Test for Count Data

Sample estimate odds ratio: 0.7759623

Alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1

p = 0.6501028

0.290

0.710

95% confidence interval: 0.2859687 2.089782

Alternative hypothesis: true odds ratio is less than 1

p = 0.3695202
95% confidence interval: O 1.809645

Alternative hypothesis: true odds ratio is greater than 1

p = 0.785158
95% confidence interval: 0.3309917 Inf
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Przyklad V (test niezaleznosci)

Jankowski, Leitenberg, Henning i Coffey zbadali zwiazek miedzy molestowaniem seksualnym w dziecinstwie i
molestowaniem seksualnym w dorostym zyciu. Wyniki ich badan na prébie 934 kobiet przedstawialy sie tak:

c_table = as.table(matrix(c(512,227,59,18,54,37,15,12), 4,2))

colnames(c_table) = c('No', 'Yes')

rownames (c_table) c(C'o', "1, '2', '3-4")

names (attributes(c_table) $dimnames) <- c("Number of CAC checked","Abused as Adult")
c_table

## Abused as Adult
## Number of CAC checked No Yes
## 0 512 54
## 1 227 37
## 2 59 15
## 3-4 18 12

Sprébujmy przeprowadzié test niezaleznosci x2. Standardowo, najpierw zrobimy to recznie (obliczajac wartoéci
oczekiwane i statystyke testowa ze wzoru). Potem za$ zobaczymy, czy nasz wynik zgadza si¢ z wynikiem
zwracanym przez funkcje chisq.test.

n <- margin.table(c_table)
k <- margin.table(c_table, 2)
w <- margin.table(c_table, 1)

g <- expand.grid(w,k)
exp_table <- matrix((g$Varl * g$Var2)/n,4,2)

chi_kw <- sum(((c_table - exp_table)**2)/exp_table)
print('Wartosci oczekiwane')

## [1] "Wartosci oczekiwane"

exp_table

## [,1] [,2]
## [1,] 494.49251 71.507495
## [2,] 230.64668 33.353319
## [3,] 64.65096 9.349036
## [4,] 26.20985 3.790150

print('Warto§¢ krytyczna')

## [1] "Wartos¢ krytyczna"
qchisq(0.95,3)

## [1] 7.814728
print('Wartosé p')
## [1] "Wartos¢ p"

pchisq(chi_kw, 3, FALSE) # 3 stopnie swobody, poniewaz mamy (2-1) = (4-1) czylt 1 = 3 czyl

## [1] 1.653054e-06

chisq.test(c_table) # dostajemy warning z powodu malych oczekiwanych wartosci
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## Warning in chisq.test(c_table): Aproksymacja chi-kwadrat moze by¢ niepoprawna

#i#

## Pearson's Chi-squared test

##

## data: c_table

## X-squared = 29.627, df = 3, p-value = 1.653e-06

chisq.test(c_table, TRUE, 10000) # to Swietna okazja, zZeby zasymulowaé sobie!

##

## Pearson's Chi-squared test with simulated p-value (based on 10000
## replicates)

#i#

## data: c_table

## X-squared = 29.627, df = NA, p-value = 9.999e-05

Wizualizacje danych z tabeli krzyzowej

Istnieja pewne bardziej wyrafinowane sposoby przedstawiania wynikéw testu niezaleznoéci 2. Jeden z nich
mozemy stworzy¢ za pomoca funkcji assoc i mosaic z pakietu ved. Mamy réowniez bardzo podobne funkcje
ze wbudowane w R - assocplot i mosaicplot.

# install.packages('vecd')
library(ved)

## Ladowanie wymaganego pakietu: grid

assocstats(c_table)

## X~2 df P(> X"2)
## Likelihood Ratio 23.265 3 3.5558e-05
## Pearson 29.627 3 1.6531e-06
##

## Phi-Coefficient : NA

## Contingency Coeff.: 0.175

## Cramer's V : 0.178

# Przydatna funkcja

assoc i assocplot W tych funkcjach wysokosé stupkéw odpowiada wystandaryzowanym rezuduom Paersona
a wiec O — E/sqrt(FE). Innymi stowy, im wyzszy stupek, tym bardziej “zaskakujacy” jest wynik dla danej
kategorii (= proporcjonalnie bardziej odbiega od wartosci oczekiwanej). Pozwala nam to ocenié¢ “wklad” do
statystyki testowej x? rozbieznoéci miedzy wartoscia oczekiwang i zaobserwowang dla kazdej kategorii.

Moéwiac prosciej i na przyktadzie - na podstawie tego wykresu mozemy stwierdzi¢, ze za istotny wynik
testu odpowiada przede wszystkim znacznie wyzsza niz oczekiwana liczba wystapien dla potaczeni kategorii
“Abused as Adult: yes” i “Number of CAC checked: 3-4".

Szerokos¢ shupka odpowiada pierwiastkowi z wartosci oczekiwane;j.

Powierzchnia kazego prostokata jest proporcjonalna do réznicy miedzy wartosSciami teoretycznymi i em-
pirycznymi

assoc(c_table, TRUE, TRUE)

16



Abused as Adult

No Yes
Pearson
| residuals:
e = 40
B o , ] —
(@]
2 — 2.0
ON
&E) .................................................................
O
©
o — 0.0
o)
£
=Y
o™
.............................................................................. L 54
p—value =
1.6531e-06
assocplot(c_table)
o ]
Z ---- "'_"'-"'.""
5
©
<
2]
S
©
Q
(2]
>
: |
< 9 - _____________ | [N DN
0 1 2 3-4

Number of CAC checked
(c_table - exp_table)/sqrt(exp_table)

## Abused as Adult

## Number of CAC checked No Yes
## 0 0.7873071 -2.0703712
## 1 -0.2401177 0.6314344
## 2 -0.7028053 1.8481579
## 3-4 -1.6036255 4.2170333
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# zobaczmy sobie te wystandaryzowane reszty Paersona

mosaic i mosaicplot Ten rodzaj wykresu jest koncepcyjnie znacznie prostszy. Pole prostokata dla kazdej
kategorii odpowiada liczbie wystapien w danej komorce tabeli. O tym wykresie mozna mysle¢ jako o
standardowym procentowym wykresie stupkowym “na sterydach”. W wersji z pakietu vcd domy$lnie
poszczegodlne prostokaty kolorowane sa wedtug standaryzowanych reszt Pearsona, we wbudowanej w R wersji
domy$lny schemat kolorowania jest nieco bardziej plebejski (ale tez - mniej informatywny!).

mosaic(c_table, shade = TRUE, legend = TRUE)

Abused as Adult
No Yes

Pearson
residuals:

F 4.0

— 2.0

— 0.0

1

Number of CAC checked

3-42

| = 21
L ] p-value =
1.6531e-06

mosaicplot(c_table, color = T)

c_table

Abused as Adult
No

Yes

Number of CAC checked
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