Przedzialy ufnosci. Rozklad t. Test t studenta

Centralne Twierdzenie Graniczne - przypomnienie

Proste symulacje w R pokaza nam to, co teoretycznie wiemy z Centralnego Twierdzenia Granicznego:

ze $rednie z préb losowych oscyluja wokot sredniej w populacji,

a w szczegolnosci, ze niezaleznie od rozkladu zmiennej w populacji srednie z prob losowych rozkltadaja
sie normalnie woké! tej $redniej,

ze ich rozproszenie jest tym mniejsze, im mniejsze jest rozproszenie zmiennej w populacji,

i tym mniejsze, im wieksza jest liczebnos¢ préb,

a dokladniej, ze odchylenie standardowe érednich z préb losowych réwne jest odchyleniu standardowemu
w populacji podzielonemu przez pierwiastek liczebnosci préb.

Taki rozklad teoretyczny N(u,0?/N), ktéry nazywamy rozktadem éredniej z préby, jest rozkladem praw-
dopodobienstwa, ktory pozwala nam szacowaé, jak prawdopodobne jest wylosowanie z danej populacji préby
o takiej czy innej sredniej. Odchylenie standardowe tego rozktadu nazywa sie btedem standardowym $redniej.

par( 1.8)
curve (dnorm(x) , -4, 4,
"Rozktad Sredniej z préby",
D',
expression(bar(X)),
'n')
abline( 0, 2)
text (x=0+0.2, 0,
expression(mu))
text ( 2, 0.2,

expression(sigma[bar(X)] == frac(sigma, sqrt(N))))



Rozktad Sredniej z proby
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# Polecenie “expression’ pozwala nam umieszczaé na wykresach wyrazenia matematyczne.
# Skladnia uzywana przez R jest dosé podoba do LaTeXa.

# Dokumentacja znajduje sie tutaj:

# https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/qrDevices/html/plotmath.html

Pytanie

Oczywiscie zalezy nam na tym, zeby btad standardowy byt jak najmniejszy: dlatego dazymy do duzego N. Z
drugiej strony ten zysk na precyzji jest szczegdlnie duzy przy malych wartosciach N; im wigksze N, tym
mniejsza redukcja bledu standardowego (to tez mozemy zobrazowaé za pomoca prostej symulacji).

Dlaczego? Ktora z ponizszych funkcji oddaje zaleznosé¢ miedzy N a bledem standardowym sredniej?
Odpowiedz

Dlatego ze w mianowniku jest pierwiastek. Wykres numer 3.

par(nfrow = c(2,2))

par(cex = 1.8)

curve (1/x**2, main = expression(y == 1/x72), sub = "Wykres 1")
curve(sqrt(x), main = expression(y== sqrt(x)), sub = "Wykres 2")
curve(1/sqrt(x), main = expression(y == 1/sqrt(x)), sub = "Wykres 3")
curve(x**2, main = expression(y==x"2), sub = "Wykrest 4")
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Potrafiac skonstruowaé rozklad éredniej z préby, mozemy testowaé prosta hipoteze zerowa: dana préba losowa
pochodzi z populacji o takiej i takiej Sredniej. Jesli réznica miedzy $rednia naszej proby a zalozona zgodnie z
hipoteza zerowa Srednia w populacji jest zbyt duza (jesli nasza érednia wpada w obszar krytyczny), odrzucamy

hipoteze zerowa.

par( 1.8)

curve (dnorm(x) , -4, 4,
"Rozktad Sredniej z préby",
|pl’
expression(bar (X)),
lnl)

abline( 0, 2)

abline(v=gnorm(0.025), 3)

abline(v=qnorm(0.975), 3)

text (x=0+0.2, 0,

expression(mu))
text ( Sh 0.2,

expression(sigma[bar(X)] == frac(sigma, sqrt(N))))



labl <- expression(gnorm(0.025, mu, sigma/sqrt(N)))
lab2 <- expression(gqnorm(0.975, mu, sigma/sqrt(N)))

axis( 1, gqnorm(c(0.025, 0.975)), c(labl, lab2))
Rozktad Sredniej z proby
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Wygodniej moze by¢ wystandaryzowaé rozklad sredniej z préby, czyli doprowadzi¢ go do takiej postaci, w
ktoérej érednia wynosi 0, a odchylenie standardowe — 1. Taki rozklad “dziala” zawsze tak samo, niezaleznie

od oryginalnej skali naszej zmiennej.

par( 1.8)
curve (dnorm(x) , -4, 4,

"Rozktad Sredniej z proéby",

lpl’

expression(bar (X)),

lnl)
abline( 0, 2)
abline(v=qnorm(0.025), 3)
abline(v=qnorm(0.975), 3)
text (x=0+0.2, 0, expression(0))



text (x= 3, 0.2, expression(Z == frac(X -mu,sigma/sqrt(N))))

labl <- expression(gnorm(0.025))
lab2 <- expression(qnorm(0.975))

axis( 1, gnorm(c(0.025, 0.975)), c(labl, 1lab2))

Rozktad Sredniej z proby
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Pytanie

Zakltadajac, ze srednia naszej proby to srednia, jej liczebnos¢ to N, odchylenie standardowe w populacji to
sigma, a przyjeta zgodnie z hipotezg zerowa srednia w populacji to mu0, jakiego wyrazenia mozemy uzyc¢,
zeby sprawdzi¢, czy nasza $rednia wpada w piecioprocentowy obszar krytyczny?

srednia < gqnorm(.025, mu0O, sigma/sqrt(N)) | gnorm(.975, muO, sigma/sqrt(N)) < srednia
srednia < muO - gnorm(.975) * sigma/sqrt(N) | muO + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N) <
srednia

srednia < mu0 + gnorm(.025) * sigma/sqrt(N) | muO - gnorm(.025) * sigma/sqrt(N) <
srednia

srednia < mu0 - gnorm(.025) * sigma/sqrt(N) | muO + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N) <
srednia

Odpowiedz



Wszystkie odpowiedzi sa prawidlowe, oprocz ostatniej. W pierwszej po prostu ustawiamy parametry rozktadu.
W drugiej i trzeciej korzystamy z faktu, ze mozemy przeksztalcic dowolny rozklad normalny w standardowy
rozktad normalny i odwrotnie. Trzecia jest w zasadzie identyczna z druga, tylko odwracamy znak. W czwartej
otrzymujemy dwie takie same wartoéci - alternatywa jest wiec bez sensu.

Przedzialy ufnosci

Alternatywa dla testowania hipotez (albo ich dopelnieniem; zalezy, jak na to patrzeé) jest konstruowanie
przedzialéw ufnosci wokol statystyki z proby. Podreczniki i kursy, a w konsekwencji badacze w praktyce,
skupiaja sie na tym pierwszym, a nieslusznie, bowiem przedzialy ufnosci daja nam wiecej informacji.
Testowanie hipotezy zerowej pomaga jedynie odpowiedzie¢ na pytanie o jakas pojedyricza hipotetyczna
warto$¢ éredniej w populacji. Skonstruowanie przedzialu ufnosci pozwala okregli¢ caly zakres wartosci (uD,
u@), ktéry z okreslonym prawdopodobiefistwem obejmuje $rednia populacji.

Ponizej znajduje sie¢ wykres na ktérym przedstawione mamy rozklady Sredniej z préby dla réznych hipotez
zerowych. Nie odrzucamy hipotezy zerowej dla wszystkich tych hipotez, dla ktérych srednia populacji miesci
sie miedzy (uD, pG).

par( 1.8)

curve (dnorm(x) , -4, 4y

"Przedziat ufnoSci wokéi Sredniej z proéby",

1 1

P>
expression(bar (X)),
1 n 1 ,
'n' )
abline(v=gnorm(0.025), 3)
abline (v=qnorm(0.975), 3)

cid <- expression(bar(X) - gnorm(0.025) %xJ sigma/sqrt(N))
ciq <- expression(bar(X) - qnorm(0.975) %xJ sigma/sqrt(N))

labl <- expression(muld])
lab2 <- expression(mulg])

text ( gqnorm(0.025) + 0.8, -0.01, cid, 0.5)
text ( gqnorm(0.975) - 0.8, -0.01, ciq, 0.5)
axis( 1, gqnorm(c(0.025, 0.975)), c(labl, 1lab2))
curve (dnorm(x,qnorm(0.025)), TRUE)

curve (dnorm(x,qnorm(0.975)), TRUE)

curve (dnorm(x,qnorm(0.25)), TRUE, 'gray')

curve (dnorm(x,qnorm(0.40)), TRUE, 'gray')

curve (dnorm(x,qnorm(0.75)), TRUE, 'gray')

curve (dnorm(x,qnorm(0.90)), TRUE, 'gray')



Przedziat ufnosci wokot Sredniej z préby
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W pewnym sensie konstruowanie przedzialu ufnoéci to odwrotnoéé testowania hipotezy zerowej: okreslamy
przedzial takich mozliwych wartosci sredniej w populacji, dla ktérych nie odrzucilibyémy hipotezy zerowej.
95-procentowy przedzial ufnosci to przedzial, ktéry w 95% przypadkéw obejmie prawdziwg Srednig w
populacji. Ponizszy kod losuje k préb z zadanej populacji i dla kazdej z nich rysuje odcinek odpowiadajacy
95-procentowemu przedziatowi ufnosci wokét éredniej.

mu <- 165; sigma <- 5; N <- 20 # parametry rozktadu, z ktorego bedziemy losowal probe

k <- 50 # liczba losowan

par( 1.8)
plot(seq(mu-15, mu+15, k), 1:k,
llnll, ll|l’ llpréba nrll’

expression("Przedzial ufnoS§ci wokdél Sredniej z proby"))

abline (v=mu)
mtext (expression(mu), 3)

for(i in 1:k) {
sample <- rnorm(N, mu, sigma)
segments ( mean (sample) - gnorm(.975) * sigma/sqrt(N),
mean (sample) + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N), i, 5)



Przedziat ufnosci wokét sredniej z proby
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Oto uproszczona wersja powyzszej symulacji: zamiast wykresu zwraca pojedyncza liczbe.

|
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Kazda iteracja wyrazenia zawartego w funkcji replicate() zwraca wartos¢ logiczna, TRUE albo FALSE, w
zaleznosci od tego, czy przedzial ufnosci objat srednia w populacji, czy nie. W efekcie uzyskujemy wektor
100000 takich wartosci logicznych. Funkcja sum() zamienia je na zera i jedynki i zwraca tym samym liczbe
“trafien”. Dzieki temu dowiadujemy sie, ile razy przedzial ufnosci wokét éredniej w probie objat érednia w
populacji, a dzielac te liczbe przez 100000 dostajemy proporcje “trafient”.

Pytanie

Wokol jakiej wartosci oscyluja liczby zwracane przez ten kod?

Odpowiedz

Wokét wartosci 0.95

i <- 100000

sum(replicate(i, {

sample <- rnorm(N, mu, sigma)
mu >= mean(sample) - gnorm(.975) * sigma/sqrt(N) &
mu <= mean(sample) + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N)

) /i

## [1] 0.95021

Pytanie

Jak wplywa na ponizsze symulacje manipulacja wartosciami N i o7



o Im wieksze N, tym wezszy przedzial ufnosci.

o Im wieksza o, tym szerszy przedzial ufnosci. (szersze paréwki)

e Im wieksze N, tym czeSciej przedzial ufnosci obejmuje srednig w populacji.
e Im wigksza o, tym czedciej przedzial ufnosci obejmuje érednia w populacji.

Odpowiedz
Prawidtowe sa dwie pierwsze odpowiedzi:

o Im wigksze N, tym wezszy przedzial ufnosci.
e Im wigksza o, tym szerszy przedzial ufnosci.

Zaréwno odchylenie standardowe w populacji, jak i wielko$¢ préby, wptywaja na btad standardowy, a zatem
precyzje naszej estymacji, czyli na szeroko$é przedzialu ufnosci. Nie maja natomiast zwiazku (i o to chodzi!)
7z poziomem ufnodci, ktéry sami ustalamy arbitralnie (np. na 95%) w oparciu o rozklad normalny.

mu <- 165; sigma <- 5; N <- 20

k <- 50
par( 1.8)
plot(seq(mu-15, mu+15, k), 1:k,

n n nn
n-, >

"Préba nr",
expression("Przedzial ufnoSci wokdél Sredniej z proby"))

abline (v=mu)
mtext (expression(mu), 3)
for(i in 1:k) {

sample <- rnorm(N, mu, sigma)

segments ( mean(sample) - gnorm(.975) * sigma/sqrt(N),

mean(sample) + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N), i, 5)



Przedziat ufnosci wokét sredniej z proby
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i <= 100000

sum(replicate(i, {
sample <- rnorm(N, mu, sigma)
mu >= mean(sample) - gnorm(.975) * sigma/sqrt(N) &
mu <= mean(sample) + gnorm(.975) * sigma/sqrt(N)
EODRVAR

## [1] 0.9489%4

Do tej pory milczaco zakladaliSémy, ze konstruujac przedzial ufnosci wokét éredniej (albo testujac dotyczaca
jej hipoteze zerowa) znamy odchylenie standardowe zmiennej w populacji. Takie sytuacje rzeczywiscie sie
zdarzaja, jednak o wiele czegsciej jest tak, ze tego parametru wcale nie znamy. Skoro nie znamy Sredniej w
populacji, dlaczego mielibySmy zna¢ odchylenie standardowe?

Pytanie

Co w takiej sytuacji? Czy nie znajac odchylenia w populacji mozemy w ogéle szacowaé jej srednia? A co sie
stanie, jeéli podmienimy nieznane odchylenie standardowe w populacji na odchylenie standardowe policzone
w probie? Prosze zmodyfikowaé¢ odpowiednio kod symulacji i sprawdzié, co sig¢ stanie.

e Dlugoéé przedziatu ufnodci zmienia sie z proby na prébe.

o Dlugoéé przedzialu ufnosci pozostaje taka sama z préby na probe.

o Przedzial ufnosci obejmuje érednia w populacji troche czesciej niz wskazywaloby jego “nominalne” 95%.
e Przedzial ufnosci obejmuje srednig w populacji nieznacznie czeéciej niz w polowie przypadkdw.

Odpowiedz

Prawidtowa odpowiedzia jest odpowiedz pierwsza.



Okazuje sie, ze odchylenie standardowe w probie jest calkiem dobrym estymatorem odchylenia standardowego
w populacji: przedzialy ufnosci nadal “dzialaja”. Poniewaz jednak to odchylenie za kazdym razem liczymy z
proby i zmienia sie ono z proby na prébe, zmienna jest rowniez dlugosé przedziatu: jego “ramie”; zamiast

gnorm(.975) * sigma/sqrt(N),
Wwynosi
gnorm(.975) * sd(sample)/sqrt(N).

Mogtoby sie wydawac, ze dlugosé “ramienia” raz bedzie przeszacowana, a raz niedoszacowana. Tymczasem
okazuje sig, ze uzywajac odchylenia standardowego z préby systematycznie zawezamy przedzial, ktoérego
faktyczny poziom ufnosci staje si¢ nizszy niz “nominalne” 95%. Prosze wykonaé jeszcze raz te symulacje,
kilka razy dla N = 10 i kilka razy dla N = 100:
mu <- 165; sigma <- 5; N <- 10
i <- 100000
sum(replicate(i, {

sample <- rnorm(N, mu, sigma)

mu >= mean(sample) - gnorm(.975) * sd(sample)/sqrt(N) &

mu <= mean(sample) + gnorm(.975) * sd(sample)/sqrt(N)
») /i

## [1] 0.91818

95-procentowy przedzial ufnosci obejmuje érednia w populacji rzadziej niz w 95000 na 100000 przypadkdw.
Im mniejsza préba, tym jest gorzej. Dla N = 10 faktyczny poziom ufnoéci spadl ponizej 92%. Dla N = 100
spadek jest natomiast nieznaczny.

Pytanie

Wyjasnienie przynosi symulacja rozkladu wariancji z proby. Prosze z jej pomoca zidentyfikowaé¢ prawidlowsa
odpowiedz ponizej.

o Poniewaz rozklad wariancji z proby, zwlaszcza dla matych préb, jest prawostronnie skosny, jest wicksze
prawdopodobienstwo, ze pojedyncza warto$¢ s niedoszacowuje o, niz ze je przeszacowuje.

e Poniewaz rozklad wariancji z préby, zwlaszcza dla matych préb, jest lewostronnie skoény, jest wicksze
prawdopodobienstwo, ze pojedyncza warto$¢ s niedoszacowuje o, niz ze je przeszacowuje.

o Poniewaz rozklad wariancji z préby, zwlaszcza dla matych préb, jest prawostronnie skodny, jest wigksze
prawdopodobienstwo, ze pojedyncza wartos¢ s przeszacowuje o, niz ze je niedoszacowuje.

e Poniewaz rozklad wariancji z préby, zwlaszcza dla matych préb, jest lewostronnie sko$ny, jest wieksze
prawdopodobienstwo, ze pojedyncza warto$¢ s przeszacowuje o, niz ze je niedoszacowuje.

Odpowiedz

Rozklad wariancji z proby jest lekko prawoskosny, tzn. ma dluzszy ogon z prawej strony, czyli Srednia
wyzsza od mediany, czyli wieksza cze$¢ tego rozkladu znajduje sie ponizej sredniej. Zatem losujac pojedyricza
probe, mamy wieksze prawdopodobienstwo, ze jej wariancja bedzie nizsza od wariancji w calej populacji. Im
wieksza liczebno$é préby, tym bardziej ta sko$no$é¢ zanika, i przy N jeszcze ponizej 100 jest juz w zasadzie
zaniedbywalna.

Niemniej, kiedy nie znamy o i opieramy sie na s, od rozkltadu normalnego lepszym przyblizeniem jest rozktad
t. Rozklad ten wyglada podobnie do standardowego rozkladu normalnego, ale ma grubsze ogony, a zatem
dalej zaczyna si¢ obszar krytyczny i dluzsze sa przedzialy ufnosci oparte na tym rozkltadzie. Jest jeden
parametr, ktory dokladnie okresla ksztalt rozkladu ¢: liczba stopni swobody. Im mniejsza préba (mniej
stopni swobody), tym trudniej odrzucié hipoteze zerowa i tym mniej precyzyjny (dluzszy) przedzial ufnosci
wokot §redniej.

par( 1.4)

curve (dnorm(x) , -4, 4, 'black', 2)
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curve(dt(x,10),
curve(dt (x,15),
curve(dt (x,25),
curve(dt(x,35),
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legend = c(expression(N(0,1)),

expression(t(10)),
expression(t(15)),
expression(t(25)),
expression(t(35))),

1ty = ¢(2,1,1,1,1), col

'red', add = TRUE)
'blue', add = TRUE)
'green', add = TRUE)
'yellow', add = TRUE)

c('black', 'red', 'blue', 'green'

, 'yellow')
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Jak pamietamy wzér na statystyke testowa z wygladal tak:

_ X

z= o/qu

Zmodyfikowany tak, ze uwzglednia fakt, ze estymujemy odchylenie standardowe wyglada tak:

t

_X-up
=T
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Tak zmodyfikowana symulacja powinna z powrotem zwraca¢ wartosci oscylujace blisko .95:
mu <- 165; sigma <- 5; N <- 20
i <- 100000
sum(replicate(i, {
sample <- rnorm(N, mu, sigma)
mu >= mean(sample) - qt(.975, N-1) * sd(sample)/sqrt(N) &
mu <= mean(sample) + qt(.975, N-1) * sd(sample)/sqrt(N)
») /i

## [1] 0.9507

Zadanie
Na koniec zadanie:

Pewni amerykariscy badacze (Compas et al., 1994) przygladali si¢ rozwojowi dzieci dorastajacych w stresujacych
warunkach. Badacze ci z zaskoczeniem odkryli, ze badane przez nich dzieci zglaszaly mniej objawéw leku czy
depresji, niz sie tego spodziewano. Réwnoczesnie jednak wyniki tych dzieci na Skali Klamstwa (narzedzie
mierzace tendencje do udzielania spolecznie oczekiwanych odpowiedzi) byly wyzsze niz przecietna. Sredni
wynik na Skali Klamstwa w amerykanskiej populacji wynosi 3.87, a w prébie 36 dzieci objetych tym badaniem
$rednia wyniosta 4.39, a odchylenie standardowe — 2.61.

Czy rzeczywiscie badane dzieci mialy podwyzszona tendencje do udzielania spolecznie oczekiwanych
odpowiedzi? Uzyj funkcji qt oraz pt. Wybierz wlasciwe odpowiedzi:

o Warto$¢ statystyki ¢ wynosi 1.1954 i jest nizsza od wartosci krytycznej dla dwustronnego o« = 0.05
(2.03011). Nie mamy zatem podstaw, zeby uznaé, ze badane dzieci mialy istotnie podwyzszona tendencje
do udzielania spotecznie oczekiwanych odpowiedzi.

e Dolna granica 95-procentowego przedzialu ufnosci wokot sredniej w prébie wynosi 3.5069, a zatem
srednia w populacji (3.87) miesci sie w tym przedziale. Nie mamy zatem podstaw, zeby uznaé, ze
badane dzieci mialy istotnie podwyzszona tendencje do udzielania spotecznie oczekiwanych odpowiedzi.

e Zgodnie z hipoteza zerowsa ta préba 36 dzieci zostala wylosowana z populacji o $redniej 3.87.

o Wartos¢ statystyki ¢ wynosi 1.1954 i jest nizsza od wartosci krytycznej dla dwustronnego o = 0.05
(1.96). Nie mamy zatem podstaw, zeby uznaé, ze badane dzieci mialy istotnie podwyzszona tendencje
do udzielania spolecznie oczekiwanych odpowiedzi.

Odpowiedz

Tylko ostatnia odpowiedz jest nieprawidtowa - musimy postuzyc sie rozktadem ¢, nie zas rozktadem normalnym.
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