Moc testéw statystycznych

Znana wariancja

Moc testu to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, jesli jest ona nieprawdziwa. Jest to wiec
pewna miara czuloSci naszego testu. Méwi nam, jak latwo bedzie nam uzyskaé¢ wynik istotny statystycznie w
sytuacji, w ktorej nam na takim wyniku zalezy. Moc to 1 — 3, gdzie 8 to prawdopodobienistwo popelnienia
bledu drugiego rodzaju (czyli nieodrzucenia hipotezy zerowej, kiedy jest ona nieprawdziwa).

Tak, jak do kontrolowania « (czyli prawdopodobiefistwa odrzucenia hipotezy zerowej, kiedy jest ona prawdziwa)
musimy znaé rozklad statystyki z préby przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa, podobnie zeby
oszacowa¢ moc i 8, musimy skonstruowaé rozklad statystyki z proby przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa jest
falszywa. W praktyce musimy przyja¢ rozklad z proby dla jakiej$ punktowej hipotezy alternatywnej.
Skoro zazwyczaj hipoteza zerowa moéwi o braku réznic (przy dwoéch grupach bedzie to u; — ua = 0), ta
hipoteza alternatywna bedzie miata postaé p; — po = d, gdzie d # 0.

UWAGA: réznice miedzy Srednimi d, zaréwno te oczekiwana, w kontekscie obliczen zwiazanych z moca, jak i
te otrzymanag, w kontekscie wielkosci uzyskanego efektu, czesto wyraza sie rowniez w formie standaryzowanej,
jako stosunek do odchylenia standardowego: d = (1 — p2)/o.

Przyjmijmy, ze interesuje nas wlasnie poréwnanie srednich dwéch préb niezaleznych, i zalézmy takie dane:

# liczebnosé jednej proby (przyjmijmy, zZe mamy dwie proby réwnoliczne)

n <- 20

# dla uproszczenia skupmy sie na tesScie jednostronnym

alpha <- 0.025

# odchylenie w obu populacjach (zakladamy homogenicznoSé wariancji)

sigma <- 5

# efekt niewystandaryzowany, czyli réznica miedzy Srednimi w populacjach przewidziana przez hipoteze al
diff <- 6

Na poczatek obliczmy btad standardowy réznicy dwoch érednich. Prosze wpisa¢ wyrazenie, ktére powinno
zastapi¢ znak zapytania ponizej.

se <= 7 * sqrt(2/n)

se <- 7 * sqrt(2/n)

Na wariancje réznicy dwdch érednich sktadaja sie wariancje generowane przez obie Srednie:

Stad blad standardowy (czyli pierwiastek z wariancji) w naszym przypadku to sigma * sqrt(2/n).

Znajac blad standardowy, mozemy nakresli¢ rozklad réznicy érednich z préby przy zalozeniu hipotezy zerowej:

se <- sigma * sqrt(2/n)
curve (dnorm(x, 0, se), -5, 11, 3)
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Zeby dodaé¢ do powyzszego wykresu rozklad réznicy érednich przy zalozeniu naszej hipotezy alternatywnej,
uzyjemy:
curve(dnorm(x, 7, se), add=TRUE)
Czym zastapié¢ znak zapytania w wyrazeniu powyzej?

curve (dnorm(x, 0, se), -5, 11, 3)
curve (dnorm(x, 7, se), TRUE)

Roéznica miedzy hipoteza zerowa a hipoteza alternatywna sprowadza sie do wartosci oczekiwanej réznicy
miedzy $rednimi: w pierwszym przypadku wynosi ona 0, a w drugim — diff czyli 6.

curve (dnorm(x, 0, se), -5, 11, 3)
curve (dnorm(x, 6, se), TRUE)
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Jesli statystyka policzona z naszych danych (réznica miedzy Srednimi) przekroczy warto$é krytyczna, odrzucimy
hipoteze zerowa. Obliczmy te warto$é¢ krytyczna i dorysujmy ja do wykresu:

Pytanie

Jakim wyrazeniem nalezy zastapié¢ znak zapytania?
curve (dnorm(x, 0, se), -5, 11, 3)

curve (dnorm(x, 6, se), TRUE)

cr <- gnorm(?, O, se, FALSE)
abline(v=cr, 2)

Warto$é krytyczna odcina gérne 2.5% (czyli alpha) powierzchni pod tym rozkladem, ktéry zaklada prawdziwosé
hipotezy zerowej (czyli tym nakres§lonym grubsza kreska).

curve (dnorm(x, 0, se), -5, 11, 3)
curve(dnorm(x, 6, se), TRUE)

cr <- gnorm(0.025, 0, se, FALSE)
abline (v=cr, 2)
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Pytanie

Pamietajac, ze:

e « to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, kiedy jest ona prawdziwa,

e [ to prawdopodobienstwo nieodrzucenia hipotezy zerowej, kiedy jest ona falszywa, a

« moc to 1 — 3 (prawdopodobieristwo odrzucenia hipotezy zerowej, kiedy jest ona falszywa),
prosze dopasowaé¢ odpowiedzi:

e Pole pod wykresem nakre$lonym grubsza kreska na prawo od przerywanej linii.
e Pole pod wykresem nakre$lonym cienka kreskg na lewo od przerywanej linii.
e Pole pod wykresem nakreslonym cienka kreska na prawo od przerywanej linii.

Moc testu, czyli prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, kiedy prawdziwa jest hipoteza alternatywna,
to powierzchnia pod wykresem nakreslonym cienka kreska na prawo od linii przerywanej. Mozemy ja zatem
obliczy¢ tak:

Pytanie Prosze zastapi¢ znak zapytania wlasciwym wyrazeniem.

power <- pnorm(?, diff, se, FALSE)
print (power)

power <- pnorm(cr, diff, se, FALSE)
print (power)
## [1] 0.9667301

Moc testu liczymy wiec (1) wyznaczajac warto$é krytyczna na podstawie rozkladu dla hipotezy zerowej (by
odciaé¢ gorne 2.5% tego rozkladu), a nastepnie (2) odnoszac te wartosé do rozkladu dla hipotezy alternatywnej
(sprawdzajac, jaka cze$¢ tego rozkladu znajduje sie powyzej wartosci krytycznej). W naszym przykladzie
moc testu wynosi ponad 96%; jest zatem bardzo wysoka.

Pytanie
Prosze zastanowié¢ i zaznaczy¢ wszystkie czynniki, ktére maja wplyw na moc testu.

o Liczebnosé (n).



 Poziom istotnodci statystycznej ().

« Wariancja w populacji, 02 (albo odchylenie standardowe, o).

o Spodziewany efekt (czyli réznica miedzy Srednimi przy zalozeniu hipotezy alternatywnej, d czyli diff
w kodzie).

Czynniki wplywajgce na moc testu

Im wigksza rdéznica, na wykryciu ktorej nam zalezy, tym latwiej ja wykryé. Zatem, im wigksza réznica miedzy
$rednimi przewidywana przez hipoteze alternatywna (im wiekszy spodziewany efekt), tym wieksza moc testu.

Im mniejszy “szum” w naszych danych, tym latwiej wykry¢ interesujaca nas réznice. Zatem, im mniejsza
wariancja, tym wieksza moc testu (bo od wariancji zalezy blad standardowy, a im mniejszy blad standardowy,
tym wieksza moc). Na wariancje wynikéw mamy niewielki wplyw (bo zalezy ona od specyfiki naszej zmiennej
i populacji). Warto jednak pamietaé, ze precyzja pomiaru zmniejsza wariancje (nieprecyzyjno$é pomiaréw
wprowadza dodatkowa losowosé do ich wynikéw)!

Im bardziej jesteSmy sktonni akceptowaé “falszywe alarmy”, tym tatwiej bedzie nam wykryé prawdziwe
réznice. Zatem, zwiekszajac poziom «, zwigkszamy roéwnoczesnie moc testu: wigksza o oznacza nizsza
wartos¢ krytyczna, po przekroczeniu ktérej odrzucimy hipoteze zerowa. Co$ za co$: latwiej bedzie nam
odrzucié hipoteze zerowa, niezaleznie od tego, czy jest ona falszywa czy nie (czyli zwiekszamy réwnoczesnie
prawdopodobieristwo popetnienia btedu I rodzaju).

Wreszcie, im wiecej pomiaréw, tym tatwiej wykry¢ interesujaca nas réznice. Im wieksza liczebnosé, tym
wieksza moc testu (bo od liczebnosci zalezy blad standardowy, a im mniejszy blad standardowy, tym
wieksza moc). W praktyce to wlasnie liczebnoscia sie manipuluje, kiedy chee sie uzyskaé zadowalajaca moc
testu: na spodziewana roznice nie mamy wplywu, na wariancje pomiaréw — niewielki, a zwiekszeniem
prawdopodobienstwa btedu I rodzaju nie jesteSmy zainteresowani.

Dla przypomnienia: wariancja w populacji i liczebnoéé préby wplywaja na moc, bo od nich zalezy blad
standardowy, a blad standardowy:

¢ to odchylenie standardowe statystyki z préby.

e jest rowny pierwiastkowi wariancji statystyki z proby.

e jest rowny wariancji podzielonej przez pierwiastek liczebnosci.

e jest réwny odchyleniu standardowemu podzielonemu przez liczebno$é.

Nieznana wariancja

Obliczenie mocy w przykladzie z poprzednich stron bylo prostsze niz zazwyczaj. Zalozyliémy bowiem, ze
znamy wariancje w populacji. Wtedy korzystamy z faktu, ze rozklad réznicy $rednich to rozktad normalny.
Zmiana hipotezy zerowej na alternatywna powoduje, ze jeden parametr tego rozkltadu — jego $rednia —
zmienia sie z 0 na d, ale nie wplywa to na drugi parametr — blad standardowy.

Nie znajac wariancji w populacji, a zazwyczaj jej nie znamy, musimy skorzysta¢ z rozkladu t: jesli btad
standardowy liczymy, biorac wariancje policzona z danych, réznica miedzy statystyka a parametrem podzielona
przez ten blad ma taki wlasnie rozklad. Ale do tej pory uczylidmy sie, ze rozklad t ma zawsze srednia O i
tylko jeden parametr: stopnie swobody pozostate po oszacowaniu wariancji.

Jak w takim wypadku wyglada rozklad réznicy srednich przy zalozeniu hipotezy alternatywnej? Na szczedcie
znamy juz R wystarczajaco dobrze, zeby z pomoca prostej symulacji to sprawdzic.

Zacznijmy od dotychczasowej sytuacji. Ten histogram przedstawia przyblizenie rozktadu réznicy érednich
przy zalozeniu hipotezy zerowej (10000 razy liczymy réznice miedzy $rednimi préb wylosowanych z tej samej
populacji):
hist(
replicate(
10000,
mean(rnorm(n, O, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))), # rdéznica miedzy Srednimi przy h_0
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xlab="",

xlim=c(-5, 11),

freq=FALSE,

col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))
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Teraz dorysujemy histogram, ktory przedstawia przyblizenie rozktadu réznicy $rednich przy zalozeniu hipotezy
alternatywnej (10000 razy liczymy réznice miedzy Srednimi préb wylosowanych z populacji, ktérych érednie
réznia sie o diff):
hist(
replicate(
10000,
mean (rnorm(n, O, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))), # réznica miedzy Srednimi przy h_0
main="",
xlab="",
xlim=c(-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))
hist(
replicate(
10000,
mean(rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))), # rozZnica miedzy Srednimi przy h_a
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))
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YTatwo mozemy sprawdzic, ze te histogramy odpowiadaja krzywym normalnym o odpowiednich parametrach
($rednia réwna 0 albo diff, a odchylenie standardowe réwne se). Mozemy tez dorysowaé nasza wartosé
krytyczna decydujaca o odrzuceniu, badz nie, hipotezy zerowej:
hist(
replicate(
10000,
mean (rnorm(n, O, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))), # rdéznica miedzy Srednimi przy h_O0
main="",
xlab="",
xlim=c(-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))

hist(
replicate(
10000,
mean (rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))), # rdzZnica miedzy Srednimi przy h_a
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))

curve(dnorm(x, O, se), add=TRUE, col = 'red')
curve(dnorm(x, diff, se), add=TRUE, col = 'blue')

abline(v=cr, lty=2)



Density

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

I I I I
-5 0 5 10

W kolejnym kroku nakreélmy te same histogramy, ale standaryzujac réznice miedzy $rednimi, czyli dzielac je
przez blad standardowy:

hist(

replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, 0, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
main="",
xlab="",
xlim=c(-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))

hist(

replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, 0, sigma))) / se),
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))
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Teraz rozklad normalny odpowiadajacy hipotezie zerowej dorysujemy tak:

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, 0, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
main="",
xlab="",
xlim=c (-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))

curve (dnorm(x), add=TRUE, col = 'red')

10
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Pytanie

Dlaczego? Kto wie, ten z tatwoscig zamieni znak zapytania na wlasciwe wyrazenie w poleceniu rysujacym
rozklad odpowiadajacy hipotezie alternatywnej:

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, , sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
main="",
xlab="",
xlim=c(-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))

curve(dnorm(x), add=TRUE, col = 'red')

10
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curve(dnorm(x, ?), add=TRUE, col = 'blue')

Poniewaz dzieliliémy otrzymana réznice miedzy S$rednimi przez blad standardowy, zmianie ulegaja oba
rozklady: zaréwno ich $rednie, jak i odchylenia standardowe nalezy podzieli¢ przez te sama wartosé. W
przypadku hipotezy zerowej mamy teraz do czynienia ze standardowym N (0, 1), a w przypadku hipotezy
alternatywnej — z N(diff/se, 1).

Zmianie ulega réwniez wartos¢ krytyczna:

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, 0, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
main="",
xlab="",
xlim=c (-5, 11),
freq=FALSE,
col = adjustcolor('red', alpha.f = 0.5))

hist(
replicate(
10000,
(mean(rnorm(n, diff, sigma)) - mean(rnorm(n, O, sigma))) / se),
add=TRUE,
freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5)
)

curve (dnorm(x), add=TRUE, col = 'red')
curve(dnorm(x, diff/se), add=TRUE, col = 'blue')

abline(v=cr/se, lty=2)

11



Density
0.2 0.3 0.4

0.1

-5 0 5 10

print(cr/se)

## [1] 1.959964
Mozna tez sprawdzié, ze te sama warto$é zwréci qnorm(.975). Ta warto$é to w przyblizeniu z = 1.96.
Ktoére wyrazenia pozwalaja zatem obliczy¢ moc testu przy znanej wariancji w populacji?

e pnorm(cr, diff, se, lower.tail=FALSE)
e pnorm(cr/se, diff/se, lower.tail=FALSE)
e pnorm(cr/se, diff/se, se, lower.tail=FALSE)

Moc testu t

Dla przypomnienia: réznica miedzy $rednimi podzielona przez blad standardowy to statystyka z, jesli znamy
wariancje w populacji, albo statystyka t, jedli szacujemy wariancje na podstawie danych z proby. W tym
drugim przypadku, zeby zasymulowaé¢ rozklad odpowiadajacy hipotezie zerowej, przy kazdym losowaniu
musimy na nowo szacowaé blad standardowy, korzystajac z wariancji policzonych w wylosowanych prébach:

hist(replicate(10000, {

sl <- rnorm(n, O, sigma)

s2 <- rnorm(n, O, sigma)

(mean(s1) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
b,

main="",

xlab="",

x1lim=c(-5, 11),

freq=FALSE,

col = adjustcolor('red‘, alpha.f = .5))

12
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Odpowiednig krzywa dorysujemy wtedy tak:
Pytanie Jakiej funkcji musimy uzy¢?

hist(replicate(10000, {

sl <- rnorm(n, O, sigma)

s2 <- rnorm(n, O, sigma)

(mean(s1) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
b,

main="",

xlab="",

x1lim=c(-5, 11),

freq=FALSE,

col = adjustcolor('red', alpha.f = .5))
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#curve (?(xz, 2*n-2), add=TRUE, col = 'red')

Funkcja potrzebna do nakreslenia odpowiedniej krzywej jest oczywidcie dt (). Mamy bowiem do czynienia ze
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zwyklym rozkladem t o 2*n-2 stopniach swobody. Zeby przekonaé sie teraz, jak wyglada w tym przypadku

rozklad dla hipotezy alternatywnej, musimy nieco zmodyfikowaé¢ nasza symulacje:

hist(replicate(10000, {

sl <- rnorm(n, 0, sigma)

s2 <- rnorm(n, 0, sigma)

(mean(sl) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
b,

main="",

xlab="",

xlim=c(-5, 11),

freq=FALSE,

col = adjustcolor('red', alpha.f = .5))

curve(dt(x, 2*n-2), add=TRUE, col = 'red')

hist(replicate (10000, {

sl <- rnorm(n, diff, sigma)

s2 <- rnorm(n, O, sigma)

(mean(s1) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
}), add=TRUE, freq=FALSE,

col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))
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Jesli sie blizej przyjrzeé¢ nowemu rozkladowi, nie jest to po prostu nasz oryginalny rozklad ¢, przesuniety
jedynie o wartos¢ diff w prawo. Jest on troche nizszy i nieznacznie skosny. Zwiekszajac warto$¢ diff, mozna

lepiej zaobserwowacé te jego cechy.

Okazuje sig, ze rozklad t, z jakim mieliSmy do tej pory do czynienia, jest tylko szczegdlnym przypadkiem
ogolniejszego rozkladu. Ten ogdélniejszy rozklad t ma oprécz stopni swobody jeszcze jeden parametr —
parametr niecentralnoéci. Kiedy ten parametr przyjmuje wartos¢ zerowa, mamy do czynienia ze zwyklym, czyli
centralnym, rozkladem t. Kiedy parametr niecentralnosci jest niezerowy, mamy do czynienia z niecentralnym

rozkladem t.

Parametr niecentralnosci dla rozkladu t przy zalozeniu hipotezy alternatywnej wynosi diff/se, czyli dokladnie
tyle, o ile przesuwaliémy rozklad z, kiedy przyjmowalismy, ze znamy wariancje w populacji. Czyli krzywa

naszego rozktadu nakreslimy tak:
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hist(replicate(10000, {

sl <- rnorm(n, O, sigma)

s2 <- rnorm(n, O, sigma)

(mean(s1) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
b,

main="",

xlab="",

xlim=c (-5, 11),

freq=FALSE,

col = adjustcolor('red', alpha.f = .5))

curve(dt(x, 2*n-2), add=TRUE, col = 'red')

hist(replicate (10000, {
sl <- rnorm(n, diff, sigma)
s2 <- rnorm(n, O, sigma)
(mean(s1) - mean(s2)) / sqrt((var(sl) + var(s2))/n)
}), add=TRUE, freq=FALSE,
col = adjustcolor('blue', alpha.f = 0.5))

curve(dt(x, 2*n-2, diff/se), add=TRUE, col = 'blue')

Density
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Zeby obliczyé moc naszego testu t, musimy podobnie jak do tej pory wyznaczyé¢ warto$é krytyczna t
(korzystajac z rozkladu dla hipotezy zerowej), a nastepnie odniesé te warto$é do rozktadu dla hipotezy
alternatywnej (zeby sprawdzié, jaka cze$é tego rozkladu znajduje si¢ powyzej tej wartosei).

Pytanie
Ktére wyrazenie pozwoli pozna¢ nam warto$é¢ krytyczna t7

e cr <- gt(alpha, 2*n-2, lower.tail=FALSE)
e cr <- gt(alpha, 2*n-2, lower.tail=TRUE)
e cr <- pt(alpha, 2*n-2, lower.tail=FALSE)
e cr <- pt(alpha, 2*n-2, lower.tail=TRUE)

Warto$é krytyczng sprawdzamy, korzystajac z centralnego rozkltadu t o 2*n-2 stopniach swobody:

15



cr <- gt(alpha, 2*n-2, FALSE)
print(cr)

## [1] 2.024394

Moc testu liczymy, sprawdzajac, jaka czes¢ niecentralnego rozktadu ¢ o 2n — 2 stopniach swobody i parametrze
niecentralnosci réwnym diff/se znajduje sie na prawo od wartoéci krytycznej:

power <- pt(cr, 2*n-2, diff/se, FALSE)
print (power)

## [1] 0.9588268

Moze wydawac sie dziwne, ze do obliczenia mocy testu t korzystamy z bledu standardowego, skoro test t
stosujemy wtedy, kiedy tego bledu nie znamy (a jedynie szacujemy go z proby). Nalezy jednak pamietaé, jak
liczyliémy blad standardowy:

se <- sigma * sqrt(2/n)
print(se)

## [1] 1.581139

Parametr niecentralnosci, potrzebny nam do obliczenia mocy testu, mozemy zatem podzieli¢ na dwie sktadowe:
jedna wiaze si¢ bezposrednio z liczebnoscia, a druga — z oczekiwang réznicg miedzy srednimi wyrazong w
odchyleniach standardowych: d = (u1 — p2)/o. Wtedy ten nieznany nam parametr populacji staje sie czescig
wielkosci przewidywanej przez hipoteze alternatywna:

power <- pt(cr, 2#n-2, diff/sigma * sqrt(n/2), FALSE)
print (power)

## [1] 0.9588268

Zadanie Zeby obliczyé¢ moc testu t, mozemy tez uzyé¢ whudowanej funkeji power.t.test (). Korzystajac z
tej funkcji, prosze odpowiedzie¢ na ponizsze pytanie:

Zalézmy, ze poréwnujemy wiedze statystyczna studentéw UW i studentéw UJ (mierzona wynikiem jakiego$
testu), ale interesuje nas wykrycie tylko takiej réznicy, ktéra bedzie wynosila co najmniej pét odchylenia
standardowego (mniejsza wydaje nam sie nieistotna na gruncie teoretycznym). Co najmniej ilu studentéw
z kazdego z tych uniwersytetéw musimy wylosowaé, zeby mieé nie mniej niz 80% szans na wykrycie takiej
roznicy?
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