Regresja liniowa - ciag dalszy

W tej czesdci kursu zajmiemy sie kilkoma bardziej zaawansowanymi aspektami prostej regresji liniowej z
jednym predyktorem.

Blad standardowy estymacji - odchylenie standardowe reszt. Wielko$¢ ta informuje o przecietnej
wielko$ci odchyleri empirycznych wartosci zmiennej zaleznej od wartosci wyliczonych z modelu (teoretycznych).
Parametr ten jest wazny w analizie regresji, gdyz stanowi miare rozproszenia elementéw populacji wokét linii
regresji. Na jego podstawie mozemy oceni¢ stopien “dopasowania” modelu do danych empirycznych.

Dokladnoéé oszacowania regresji mozna ocenié za pomoca wspdlczynnika ¢2. Punktem wyjécia jest wariancja
Y. Mozemy pokazadé, ze:

S2(Y) = S3(Y) + S?(U)

Réwnosé ta (rédwnosé wariancyjna) glosi, ze calkowity obszar zmiennosci zmiennej zaleznej jest suma
zmienno$ci wyjasnianej regresja i zmiennosci resztowej (niewyjasnianej przez regresje).
Wspélczynnikiem zbieznosci ¢? lub indeterminacji nazywamy stosunek tej czeéci zmiennosci badanego

zjawiska, ktora nie jest wyjasniana przez zmiany zmiennych objasniajacych w funkcji regresji do calkowitej
zmienno$ci zmiennej objasniane;j.
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Wspélczynnik determinacji R? mierzy, jaka cze$é ogdlnej zmienno$ci zmiennej zaleznej jest wyjasniana
przez regresje liniowa. Obliczamy go wedlug wzoru:
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Interpretacja wspétczynnika R?

o Im wicksze R? tym lepiej. Musimy jednak pamigtac, ze doltaczenie nowej zmiennej do modelu za-
wsze spowoduje zwigkszenie jego wartosci. Dlatego w przypadku kilku predyktoréw lepiej uzywaé
poprawionego R?, ktéry uwzglednia, ze R? obliczony jest z proby i jest “zbyt dobrze” dopasowany.
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Zalozenia regresji
¢ homogeniczno$é wariancji w grupach - zalozenie ze wariancja Y dla kazdej wartosci X jest stala w
populacji
e normalnos$é w grupach - zalozenie, ze wartosci Y dla kazdej wartosci X maja rozklad normalny
o (takie meta-zalozenie) relacja miedzy X a Y jest relacja, ktéra oddaje funkcja liniowa

Narzedzia diagnostyczne:

o wykres przedstawiajcy na jednej osi warto$ci dopasowane przez model, a na drugiej residua
(reszty) lub standaryzowane residua



— dla modelu adekwatnego $rednia wartosé¢ resuduum nie powinna zalezeé¢ od wartosci dopasowania
(powinni$my w wyniku dostaé¢ pas punktéw losowo rozmieszczonych wokoé! prostej y = 0
— jezeli mozna dostrzec jakis wzér w utozeniu punktéw, moze to oznaczaé, ze relacja miedzy
zmiennymi nie jest liniowa
— w szczegoblnosci niepokoja nas regularne krzywe
« wykresy kwantylowe dla standaryzowanych residuéw
— powinny wskazywaé¢ na normalnosé
— nie przejmujemy sie za bardzo niewielkimi odchyleniami przy warto$ciach skrajnych
— przejmujemy sie, jezeli wykres kwantyl-kwantyl reszt wskazuje na wyrazna skosno$¢ tzn. nienor-
malnosé
o wykres, na ktérym dla kazdej wartos$ci zmiennej objasniajacej wyznaczono pierwiastek z
wartosci bezwzglednej jego residuum standaryzowanego
— nie powinniSmy zaobserwowaé zadnego trendu, jesli takowy wystepuje oznacza to, ze wariancja
bledu nie jest stala
— powinniSmy zaobserwowa¢ rownomiernie roztozone punkty i poziomg lini¢ przebiegajaca przez nie
o wykres dzwigni
— nie ma znaczenia wzor - interesuja nas obserwacje odstajace
— przerywane linie reprezentuja dystans Cooka - nie chcemy, Zeby nasze obserwacje odstajace sie
tam znalazly, bo to by znaczylo, ze mialy duzy wplyw na nasza regresje
— wyniki regresji moga znacznie si¢ zmienié, jesli wykluczymy te obserwacje - czasami warto to zrob¢
o wykres pudetkowy /skrzypcowy Y warunkowanej na X
— mozna uzyc, jesli X ma tylko kilka poziomdw
— pudetka powinny wyglada¢ w miare podobnie

Wiecej o wykresach diagnostycznych mozna przeczytaé tutaj w jezyku angielskim i w ksigzkach tez:

http://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Przyktad

Wiekszo$¢ z nas potrafi catkiem niezle sobie poradzié¢ z egzaminem, jezeli wezedniej uczylismy sie materiatu.
Jak dobrze jednak poradzilibySmy sobie, gdybysmy przystapili do egzaminu nawet nie patrzac wczesniej na
material?

Katz, Lautenschlager, Blackburn i Harris (1990) postanowili odpowiedzie¢ na to pytanie i poprosili studentéw o
zapoznanie si¢ z krétkim fragmentem tekstu a nastepnie o odpowiedzenie na dotyczace go pytania wielokrotnego
wyboru. W drugiej grupie studentéw autorzy réwniez poprosili o odpowiedz na te pytanie, uczestnikom nie dali
jednak wczesniej przeczytania rzeczonego fragmentu. Pytania na tescie byly bardzo podobne do tych, z ktérymi
stykaja sie uczniowie w USA na teécie SAT. Wyniki uzyskane przez badaczy doprowadzity ich do wniosku,
ze uczniowie, ktérzy dobrze poradzili sobie na SAT poradzg sobie réwnie dobrze na tym tescie, poniewaz
oba angazuja podstawowe umiejetnosci rozwigzywania testéw, takie jak eliminacja nieprawdopodobnych
odpowiedzi itp.

Nas beda interesowaly odpowiedzi tylko tych studentow, ktérzy nie czytali fragmentu tekstu. Zmienng
objasniang bedzie wynik na SAT, zmienng objasniajacg za$ - wynik na tescie, ktéry badacze dali studentom.
Na poczatek przyjrzyjmy sie naszym danym - wezytajmy je do R, zobaczmy pierwsze 6 wierszy oraz obliczymy
podstawowe statystyki deskryptywne.

df <- read.table('Tab9-6.dat', TRUE)
head (df)

#it ID Score SATV
#t 1 1 58 590

## 2 2 48 580
## 3 3 34 550
## 4 4 38 550


http://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

## 5 5 41 560
## 6 6 55 800

summary (df)

## ID Score SATV

## Min. :1.00 Min. :33.00 Min. :490.0
## 1st Qu.: 7.75 1st Qu.:41.00 1st Qu.:560.0
## Median :14.50 Median :46.50 Median :590.0
## Mean :14.50 Mean :46.21 Mean :598.6
## 3rd Qu.:21.25 3rd Qu.:50.75 3rd Qu.:620.0
## Max. :28.00 Max. :60.00 Max. :800.0

Nastepnie dopasujmy model liniowy do naszych danych:

fit <- 1m(SATV ~ Score, daf)
summary (fit)

##

## Call:

## Im(formula = SATV ~ Score, data = df)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -87.529 -29.285 -3.204 15.443 158.686

##

## Coefficients:

#i# Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)

## (Intercept) 373.736 70.938 5.269 1.66e-05 *xx

## Score 4.865 1.520 3.202 0.00359 *x

##H -

## Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1
#i#

## Residual standard error: 53.13 on 26 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.2828, Adjusted R-squared: 0.2552
## F-statistic: 10.25 on 1 and 26 DF, p-value: 0.003588

Zobaczmy, jak wyglada wykres punktowy (wykres rozrzutu) dla zmiennej objadniajacej i objasnianej oraz
dorysujmy linie regresji.

plot (SATV ~ Score, df)
abline(fit)
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Teraz uzy¢ mozemy naszych narzedzi diagnostycznych, ktére oméwiliémy wezesniej i zobaczy¢, czy zalozenia
regresji liniowej nie zostaly powaznie naruszone.

par( c(2,2))
plot(fit)
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Co mozemy stwierdzi¢ na podstawie stworzonych przez nas wykresow diagnostycznych?



Predykcja

Modelu liniowego mozemy uzy¢ do wyprowadzania z danych przewidywan. Na poczatek sprobujmy obliczy¢
przewidywane warto$ci zmiennej objasnianej (Y') dla kazdej naszych wartosci zmiennej objasniajacej (X). R
stusznie przypomni nam, ze wartosci te dotycza przysztych wartosci.

predict(fit, "predict")

## Warning in predict.lm(fit, interval = "predict"): predykcje na biezacych danych odnosza sig¢ do _przy:

## fit lwr upr
## 655.9096 538.8214 772.9977
## 607.2590 495.9682 718.5498
## 539.1483 421.6324 656.6641
## 558.6085 444.5348 672.6821
## 573.2036 460.8659 685.5414
## 641.3144 526.8261 755.8027
## 582.9338 471.3303 694.5372
## 602.3940 491.2159 713.5720
#i# 602.3940 491.2159 713.5720
## 597.5289 486.3760 708.6819
## 568.3386 455.5057 681.1715
## 563.4735 450.0616 676.8855
## 616.9891 505.2110 728.7672
## 597.5289 486.3760 708.6819
## 607.2590 495.9682 718.5498
#i# 573.2036 460.8659 685.5414
## 582.9338 471.3303 694.5372
## 631.5843 518.4307 744.7379
## 665.6397 546.4400 784.8394
## 587.7988 476.4329 699.1647
#i# 612.1241 500.6331 723.6151
## 534.2832 415.7165 652.8499
## 568.3386 455.5057 681.1715
## 631.5843 518.4307 744.7379
#i# 592.6639 481.4482 703.8795
## 602.3940 491.2159 713.5720
#i# 631.5843 518.4307 744.7379
## 28 631.5843 518.4307 744.7379
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Za pomoca tej samej funkcji mozemy réwniez dowiedzieé sie, jakie przewidywane warto$ci daje nasz model
dowolnej innej wartosci predyktora.

predict(fit, data.frame( 60), "predict")
## fit lwr upr
## 1 665.6397 546.44 784.8394

Rozwazajac predykcje w regresji liniowej, mozemy skonstruowaé¢ dwa przedzialy ufnosci. Jeden z nich
to przedzial ufnosci predykcji dla poszczegdlnych wartosci, drugi dla $redniej. UWAGA - nie myli¢ z
przedziatem ufnoéci dla linii regresji.

O réznicy miedzy tymi dwoma przedzialami wiecej mozna przeczytaé np. tu:
http://www.ma.utexas.edu/users/mks/statmistakes/CIvsPLhtml.

Ponizej znajduje si¢ wykres ilustrujacy réznice, miedzy tymi dwoma pojeciami. Szerszy przedzial to przedziat
dla predykcji, wezszy - dla Sredniej.


http://www.ma.utexas.edu/users/mks/statmistakes/CIvsPI.html

points <- seq(30, 70, 1000)

predictions <- predict(fit, data.frame( points), "predict")
plot(points, predictions[,1], ')
points(points, predictions[,2], 0IL0 2)
points(points, predictions[,3], 1, 2)
predictions = predict(fit, data.frame( points), "confidence")
points(points, predictions[,2], 1, 3)
points(points, predictionsl[,3], a0 3)
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To samo mozemy zrobi¢ za pomoca funkcji z pakietu rms. Bardzo polecam zapoznanie sie w wolnym czasie z
mozliwoéciami tego pakietu - duzo réznych rodzajéw regresji i przydatne funkcje.

library(rms)

dd <- datadist(df)

options( "dd")

model_rms <- ols(SATV ~ Score , df)

model_rms

## Linear Regression Model

##

## ols(formula = SATV ~ Score, data = df)

##

## Model Likelihood Discrimination
## Ratio Test Indexes
## Obs 28 LR chi2 9.31 R2 0.283
## sigmab3.1336 d.f. 1 R2 adj 0.255
## d.f. 26 Pr(> chi2) 0.0023 g 37.736
##

## Residuals

##

## Min 1Q Median 3Q Max

## -87.529 -29.285 -3.204 15.443 158.686



##

##

#H# Coef S.E. t Pr(>ltl)
## Intercept 373.7364 70.9379 5.27 <0.0001
## Score 4.8651 1.5195 3.20 0.0036
##

plot(Predict (model_rms))

Score
650 — -
>
K 600 — -
(0p)
550 — -
I I I I I
35 40 45 50 55
plot(Predict (model_rms, "individual'))
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ggplot (Predict (model_rms))
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ggplot (Predict(model_rms, conf.type = 'individual'))
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