Analiza wariancji

Na poczatek kilka waznych faktow o analizie wariancji.

o Jest powszechnie stosowana metoda statystyczna pozwalajaca na ocene istotnoéci réznic wielu $rednich.

e Opracowal ja i upowszechnil Ronald Fisher w latach 20 XX wieku.

o Jest to technika badania wynikéw (doswiadczeri, obserwacji), ktére zaleza od jednego (jednoczynnikowa
analiza wariancji) lub kilku czynnikéw dzialajacych réwnoczesnie (dwuczynnikowa lub wieloczynnikowa
analiza wariancji).

— przyklady takich czynnikéw: metody leczenia, pleé, sposoby nawozenia (Fisher!).

— czynniki takie nazywamy czynnikami grupujgcymi, klasyfikacyjnymi lub zmiennymi manipula-
cyjnymi.

— Kazdy czynnik ma kilka pozioméw lub wariantéw (czestym wzorcem jest np. malo-Srednio-duzo
czegos)

e Zalozenia analizy wariancji sa podobne, jak w przypadku regresji liniowej - homogenicznosé¢ wariancji w
grupach i normalno$é¢ w grupach.

Model teoretyczny

Model strukturalny lezacy u podstaw analizy wariancji ma nastepujaca postac:

Xij = p+7j +ej

e X, - indywidualna obserwacja X numer 7 nalezaca do grupy j
e 1 - ogblna $rednia

o T7; - efekt przynalezenia do grupy j

® €5 - bl@d

Uktlad hipotez przy analizie wariancji

Przy analizie wariancji mamy do czynienia z nastepujacym ukitadem hipotez:

Hy:pn=p2=... = g

W tym wypadku p; do pyp odnosza sie do érednich w populacji dla poszczegdlnych poziomoéw czynnika
grupujacego. Hipoteza zerowa stwierdza, ze Srednie te sa sobie rowne.

HAZ—\HO

Hipoteza alternatywna (ta, ktéra chcemy uzasadnié¢ obalajac hipoteze zerowal) glosi, ze Hy jest falszem.
Warto zwrdécié uwage, ze Hy jest sformulowana w bardzo specyficzny sposéb i moze okazaé sie falszywa na
wiele sposobow. Wszystkie érednie moga by¢ od siebie rézne albo tylko niektore. Sam test jednak powie nam
jedynie tyle, ze powinnismy odrzuci¢ hipoteze zerowa. Czy mozemy mimo wszystko dowiedzieé¢ sie czego$
na temat tego, w jaki sposéb Hy okazala sie falszywa? Tak! Zeby to zrobi¢, musimy przeprowadzié¢ analize
post-hoc. O tym jednak powiemy sobie wiecej na koniec tej czesci kursu (Uwaga! Mozemy to zrobié¢ wylacznie
wowczas, gdy ANOVA dala istotny statystycznie wynik).



Wariancja miedzygrupowa i wewnatrzgrupowa

Logika analizy wariancji polega na poréwnywaniu wariancji miedzygrupowej i wewngtrzgrupowej. Korzystamy
z faktu, ze — przy zalozeniu hipotezy zerowej — na podstawie obu mozemy skonstruowaé estymator wariancji
populacji. Jesli hipoteza zerowa jest za$ falszywa, to estymator ,dziata”’ tylko w jednym przypadku.
Mechanizm ten bedzie jasniejszy, jesli przesledzimy analize wariancji na przykladzie.

Stwoérzmy ramke danych, w ktérej mamy poziomdéw czynnika (jakiegokolwiek, tutaj uzyhemy niewiele
znaczacych pozioméw ,bardzo malo’, ,malo’, ,érednio”, ,duzo” oraz ,bardzo duzo’’), ale wszystkie wartosci
pochodza z populacji o tych samych parametrach (takiej samej $redniej oraz odchyleniu standardowym).
Latwo zauwazy¢, ze jest to sytuacja, w ktorej hipoteza zerowa jest prawdziwa.

# Nasz czynnik grupujgcy ma 5 pozioméw, po 200 obserwacji kazdy

faktor <- rep(c('bardzo mato', 'mato', 'Srednio', 'duzo', 'bardzo duzo'), 200)

# Losujemy 1000 obserwacji 2z rozktadu o mu = 10 1 sd = 5; po 200 na kazdy poziom czynnika
wartosci <- rnorm(1000, 10, 5)

# Tworzymy z mnaszych wylosowanych obserwacjt ramke danych

df <- data.frame( faktor, wartosci)
# Wyswietlamy pierwsze 6 wierszy

head (df)

## condition value

## 1 bardzo mato 4.514742

## 2 mato 9.184428

## 3 Srednio 8.665288

## 4 duzo 9.434479

## 5 bardzo duzo 10.525129
## 6 bardzo mato 7.379373

Wariancja wewnetrz grup
Obliczmy wariancje w kazdej z grup za pomoca funkcji tapply.

Krétkie przypomnienie jak dziala tapply. Funkcja ta bierze wartosci przekazane jako pierwszy argument
(tutaj: df$value) i dzieli je wedlug czynnika przekazanego jako drugi argument (tutaj: df$condition).
Nastepnie do kazdego elementu takiego podzialu stosuje funkcje przekazana jako trzeci argument — tutaj
jest to var obliczajace wariancje. Funkcja ta zwrdci wiec tyle wartodci wariancji z proby (var) ile mieliSmy
pozioméw czynnika grupujacego (df$condition) — w naszym wypadku 5.

tapply(df$value, df$condition, var)
## bardzo duzo bardzo mato duzo mato Srednio
## 24.61466 23.36752 28.24543 28.88171 25.06284

W nastepnym kroku obliczymy $érednig z obliczonych wlasnie wariancji. W ten sposéb skonstruowaliSmy
pierwszy z dwéch estymator wariancji populacji — obliczyliSmy wariancje w kazdej z grup z osobna i
wyciagneliémy z nich $rednia.

mse <- mean(tapply(df$value, df$condition, var))
mse

## [1] 26.03443

Czesciej spotkaja sie Panstwo ze sposobem obliczania, w ktérym najpierw obliczamy sume kwadratéw a
nastepnie $redni kwadrat wedtug nastepujacych wzoréw:

kE n;
SSE = ZZ(XU - X;)?

i=1 j=1



SSE
MSE = ——
n—=k
Sposéb ten jest rownowazny temu, co zrobilidmy wczesniej, co mozna przesledzi¢ wykonujac umieszczony
ponizej kod. W moim przekonaniu w tym sposobie nieco gorzej widac,,0 co chodzi’’.

# Dzielimy wyjSciowg ramke danych wedtug czynnika z kolumny “condition’
df _s <- split(df, df$condition)

# Obliczamy sume kwadratéw odchylen

sse <- sum(sapply(df_s, function(x){sum((x$value - mean(x$value)) 2)1}))
sse

## [1] 25904.26
# Obliczamy Srednt kwadrat

mse <- sse/(1000-5)
mse

## [1] 26.03443

Wariancja miedzy grupami

Nasz drugi estymator wariancji w populacji skonstruujemy, korzystajac z nabytej wczes$niej wiedzy dotyczacej
odchylenia standardowego srednich z préby. Innymi stowy - kolejny raz skorzystamy z Centralnego Twierdzenia
Granicznego!

Wiemy z CTG, ze:

Ten wzér mozemy przeksztalcié w taki sposob, ze uzyskamy:

2 _ 2
o’ =ns%
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Widzimy wiec, ze wariancja w populacji (62) to po prostu wariancja érednich z préby (s %) pomnozona przez

liczebnosé proéby.
W takim razie, zeby wyestymowaé wariancje w populacji, powinnismy obliczy¢ wariancje $rednich z préby:

# Za pomocg tapply’ obliczamy Srednig dla kazdego poziomu “df$condition’
# Takich Srednich w naszym wypadku otrzymujemy 5

# “war® oblicza wartiancje dla tych 5 Srednich

var (tapply (df$value, df$condition, mean))

## [1] 0.149931

# Zeby otrzymaé estymator wariancji w populacji, musimy przemmozyé nasz wynik przez nm = 200
# Bo tyle obserwacjt mamy na kazdy poziom czynnika grupujgcego

mstreat <- var(tapply(df$value, df$condition, mean))*200

mstreat

## [1] 29.98621

Czedciej spotkaja sie Panstwo ze sposobem obliczania, w ktérym najpierw obliczamy sume kwadratow a
nastepnie $redni kwadrat wedlug nastepujacych wzordw:

k
SSA=> (X; - X)*n;

i=1



SSA
MSA=——
k—1
ssa <- (sum((tapply(df$value, df$condition, mean) - mean(df$value)) ~2))*200
ssa

## [1] 119.9448

msa <- ssa/(5-1)
msa

## [1] 29.98621

Zwr6oémy uwage, ze obliczona przez nas warto$¢ bedzie dobrym estymatorem wariancji w populacji wytacznie
wtedy, gdy préby pochodza z tej samej populacji, poniewaz tylko takiej sytuacji dotyczy przywolane
sformutowanie Centralnego Twierdzenia Granicznego! W innym wypadku tak obliczony ,estymator’’ nie
bedzie dzialaé i ten fakt wykorzystamy do skonstruowania testu statystycznego!

Statystyka testowa

Statystyka testowa F' bedzie proporcja miedzy dwiema obliczonymi wlasnie wartosciami. W przypadku,
kiedy grupa nie ma znaczenia (czyli, biorac pod uwage nasz model teoretyczny, § = 0), spodziewamy sie,
ze statystyka ta bedzie wynosié¢ 1 (taka jest jej warto$é oczekiwana). Dlaczego? Poniewaz obie wartosci sg
estymatorami tego samego parametru!

MSA
F= MSE

f_stat <- mstreat/mse
f_stat

## [1] 1.15179

Czy wielkosc statystyki testowej, ktéra otrzymalismy, jest duza czy mata? Mozemy zobaczy¢, jaki rozktad
ma interesujaca nas statystyka testowa, przeprowadzajac odpowiednia symulacje.

Mozemy réwniez postuzyc sie rozkladem teoretycznym F. Ma on dwa parametry - liczbe stopni swobody
licznika (czyli k — 1, gdzie k to liczba czynnikéw) oraz liczbe stopni swobody licznika (n — k, gdzie k to liczba
czynnikéw a n to catkowita liczebnos$é préby).

Na poczatek symulacja. Sprawdzamy, jaki rozklad ma statystyka testowa F' przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej. W tym celu powtorzymy nasz eksperyment 10 000 razy i obliczamy dla kazdego powtdrzenia
statystyke F. Nastepnie nakladamy na histogram statystyk F uzyskanych w symulacji odpowiednia krzywa z
teoretycznego rozktadu F'. Finalnie mozemy zobaczy¢, ze histogram z symulowanymi warto$ciami F' oraz
krzywa rozkladu teoretycznego Swietnie do siebie pasuja.
f_val <- replicate(10000,
{
# Najpierw symulujemy naszq probe
faktor = rep(c('bardzo mato', 'mato', 'Srednio', 'duzo', 'bardzo duzo'),

200)
wartosci <- rnorm(1000, 10, 5)
df <- data.frame( faktor, wartosci)

# Obliczamy MSE t MS_Treatment

mse <- mean(tapply(df$value, df$condition, var))

mstreat <- var(tapply(df$value, df$condition, mean)) * 200

# Obliczamy statystyke testowg F czyli iloraz tych dwéch wartosct
mstreat / mse



b

# Wyniki symulacjt mozemy przedstawié na histogramie

hist(f_val, FALSE)
curve (df (x, 5-1, 995), TRUE)
Histogram of f_val
\
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Skoro obliczyliSmy juz statystyke testowa F', to musimy jeszcze sprawdzié, czy uzyskanie takiej lub bardziej
skrajnej wartogci jest mniej prawdopodobne niz 5% (przyjmijmy taki konwencjonalny poziom «). Zeby to
zrobié, musimy postuzyé sie dystrybuanta rozkladu F, czyli funkcja pf. Rozklad F' ma dwa parametry (dwie
liczby stopni swobody). df1 bedzie tutaj wynosita k — 1 gdzie k jest liczba pozioméw czynnika grupujacego,
a df2 bedzie wynosilo n — k gdzie n to (calkowita) liczebnosé préby.

pf (f_stat, 5-1, 995, FALSE)

## [1] 0.3307223

ObliczylisSmy wtasnie p-wartos¢ i tym samym przeprowadziliémy nasza pierwsza analize wariancji. Oczywiscie
przeprowadzajac analize¢ wariancji nie musimy wykonywac recznie obliczen. Jak zwykle mozemy si¢ postuzy¢
wbudowana funkcja R, ktéra w tym wypadku jest aov.

summary (aov(value ~ condition, df))

## Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
## condition 4 120 29.99 1.152 0.331
## Residuals 995 25904  26.03

Analiza wariancji na przykladzie

PrzedledZzmy analize wariancji na przykladzie. W bibliotece standardowej R znajduje sie¢ zbiér danych
PlantGrowth, dotyczacy wplywu pewnych czynnikéw na obfito$¢ plonéw. W jednej kolumnie mamy wage
roslin, w drugiej to, do jakiej grupy przynalezy dana obserwercja. Grupy byly trzy - dwie eksperymentalne
(trtl oraz trt2) i oraz grupa kontrolna (ctrl). Za pomoca analizy wariancji mozemy zbadaé, czy warunki
eksperymentalne miaty wplyw na wage roslin.



Nasza hipoteza zerowa bedzie stwierdzaé, ze $rednia waga jest taka sama we wszystkich grupach. Innymi
stowy, ze obserwacje dla wszystkich trzech pozioméw czynnika grupujacego pochodza z populacji o tym
samym parametrze $redniej. Hipoteza alterantywna bedzie za$ temu zaprzeczaé. Oto zbiér danych (prosze
wybaczyc, ze wydrukuje go w calodci, ale jest do$é krétki):

PlantGrowth

## weight group

## 1 4.17 ctrl
## 2 5.568 ctrl
## 3 5.18 ctrl
## 4 6.11 ctrl
## 5 4.50 ctrl
## 6 4.61 ctrl
## 7 5.17 ctrl
## 8 4.53 ctrl
## 9 5.33 ctrl
## 10 5.14 ctrl
## 11 4.81 trti
## 12 4.17 trtil
## 13 4.41 trti
## 14 3.59 trti
## 15 5.87 trtil
## 16 3.83 trtil
## 17 6.03 trti
## 18 4.89 trti
## 19 4.32 trti
## 20 4.69 trti
## 21 6.31 trt2
## 22 5.12 trt2
## 23 5.54 trt2
## 24 5.50 trt2
## 25 5.37 trt2
## 26 5.29 trt2
## 27 4.92 trt2
## 28 6.15 trt2
## 29 5.80 trt2
## 30 5.26 trt2

Na poczatek zawsze warto stworzyé¢ wizualizacje danych - miedzy innymi po to, aby skontrolowac to, czy
nasze dane spelniaja zalozenia analizy wariancji. Zasadniczo zalozenia sa, podobnie jak przy regresji, dwa -
rowna wariancja oraz normalno$¢ w grupach. Na podstawie wykresu pudetkowego mozemy “na oko” ocenic,
czy mamy prawo zakladaé, ze zalozenia sa spelnione. Te dane nie wygladaja bardzo zle — nie mamy powodow
by powiedzieé, ze w sposéb oczywisty dane nie spetniaja zatozen.

library(ggplot2)
gplot( group, weight, 'boxplot', PlantGrowth)
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Normalnosé w grupach mozemy “na oko” oceni¢ za pomoca wykresu kwantyl-kwantyl dla kazdej grupy z
osobna. Przy malych prébach moze to okazaé sie to bardziej pomocne niz formalne testy na normalnosé
rozkladu. Nie chcemy, zeby w sposéb wyrazny i podpadajacy pod jaki$ wzér odbiegaly od przekatnej.

p <- ggplot(PlantGrowth, aes(sample = weight))

# scales = "free" sprawia, zZe skale na kazdym wykresie sg osobne.
P +

stat_qq() +

facet_grid(group~., scales = 'free')
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Nastepnie mozemy “recznie” przeprowadzi¢ analize wariancji w R. Najpierw musimy policzy¢ sume kwadratdw
miedzy grupami i wewnatrz grup, nastepnie obliczy¢ $redni kwadrat w obu przypadkach. Po obliczeniu tych
dwéch rzeczy mozemy obliczy¢ statystyke testowa F, dzielac jedna przez druga, i sprawdzi¢, korzystajac z
dystrybuanty rozktadu F, czy odrzucamy hipoteze zerowa.

df_s <- split(PlantGrowth, PlantGrowth$group)

sse <- sum(sapply(df_s, function(x){sum((x$weight - mean(x$weight))"2)}))
print ('SSE')

## [1] "SSE"

sse

## [1] 10.49209

mse <- sse/(nrow(PlantGrowth) - (length(levels(PlantGrowth$group))))
print ('MSE')

## [1] "MSE"

mse

## [1] 0.3885959

ssa <-(sum((tapply(PlantGrowth$weight, PlantGrowth$group, mean) -
mean (PlantGrowth$weight)) "2))* (nrow(PlantGrowth)/3)

print ('SSA')

## [1] "SSA"

ssa

## [1] 3.76634

msa <- ssa/(length(levels(PlantGrowth$group))-1)
print ('MSA')

## [1] "MSA"

msa

## [1] 1.88317

f_stat <- msa/mse

print('Statystyka testowa F')
## [1] "Statystyka testowa F"
f_stat

## [1] 4.846088

pval <- pf(f_stat, (length(levels(PlantGrowth$group))-1), (nrow(PlantGrowth) - (length(levels(PlantGrow
FALSE)

print('Wartos&¢ p')

## [1] "Wartosé p"

pval

## [1] 0.01590996

To samo mozemy wykona¢ za pomoca wbudowanej funkcji aov. Jak widzimy, uzyskane w eksperymencie
rezultaty uprawniajg nas do odrzucenia hipotezy zerowej. Mozemy wiec stiwerdzi¢, ze proby nie pochodza z
populacji o takich samych $rednich.

fit <- aov(weight ~ group, PlantGrowth)
summary (fit)
#i# Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)



## group 2 3.766 1.8832 4.846 0.0159 x*

## Residuals 27 10.492 0.3886

## ——-

## Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Testy post-hoc

Czesto nie tylko interesuje nas fakt, ze odrzuciliSmy hipoteze, zgodnie z ktéra wszystkie proby pochodza z
populacji o tej samej Sredniej, ale chcielibyémy moc ustali¢, miedzy ktérymi grupami wystepuja statytycznie
istotne roznice. Tutaj przydatne okazuja sie tzw. testy post-hoc. Mozemy ich uzy¢é tylko jesli nasza gtéwna
metoda (tutaj — ANOVA) dala statystycznie istotny wynik. Zaleta testéw post-hoc jest to, ze uwzgledniaja
fakt, ze sa post-hoc i podaja bardziej wiarygodne wyniki niz np. seria testow {. Testow post-hoc, ktore
mozemy zastosowaé przeprowadziwszy analize wariancji jest kilka, najbardziej popularnym jest chyba test
HSD (honest significant difference) Tukeya. Mozemy taki test latwo przeprowadzi¢ za pomoca whudowanej w
R funkeji TukeyHSD. Na ponizszym wydruku widzimy, ze statystycznie istotna jest réznica pomiedzy dwoma
grupami eksperymentalnymi (ale juz nie miedzy kazda z nich a grupa kontrolnal!).

TukeyHSD(fit)

##  Tukey multiple comparisons of means

#Hit 95% family-wise confidence level

##

## Fit: aov(formula = weight ~ group, data = PlantGrowth)
##

## $group

## diff lwr upr p adj

## trtl-ctrl -0.371 -1.0622161 0.3202161 0.3908711
## trt2-ctrl 0.494 -0.1972161 1.1852161 0.1979960
## trt2-trtl 0.865 0.1737839 1.5562161 0.0120064

Mozemy wyniki naszej analizy przedstawi¢ w formie graficznej za pomocg funkcji plot. Na osi Y mamy
zestawienia ze soba pozioméw czynnika (tutaj - group), na osi X za$ 95% przedzialy ufnosci réznicy $rednich
miedzy nimi. Istotne statystycznie sa te réznice, ktére nie obejmuja zera (prosze przypomnie¢ sobie testowanie
hipotez za pomoca przedzialéw ufnosei).

plot (TukeyHSD(fit))
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Differences in mean levels of group

Wielkosé efektu

W przypadku analizy wariancji standardowo uzywa si¢ miary 72. Oblicza sie ja dzielac miedzygrupowa sume
kwadratéw przez catkowita sume kwadratéw.

# Catkowita suma kwadratow

sst <- sum((PlantGrowth$weight - mean(PlantGrowth$weight)) *x 2)
eta_kw = ssa/sst

eta_kw

## [1] 0.2641483

Interpretacja tej miary jest analogiczna jak w przypadku znanego juz Panstu R? i jest to stosunek zmiennosci
wyjasnianej przez nasz predyktor do catkowitej zmiennoéci zmiennej zaleznej. Jezeli mamy taka ochote, to
mozemy skorzystaé¢ z funkcji obliczajaca te miare w jednej z wielu bibliotek, ktére taka funkcje oferuja. Ja
skorzystalem tutaj z DescTools i funkcji EtaSq (ale jest ich wiele!).

DescTools: :EtaSq(fit)

## eta.sq eta.sq.part
## group 0.2641483  0.2641483

Analiza wariancji a model liniowy

Istnieja bardzo podobne podobienistwa miedzy analizg wariancji i modelem liniowym. Mozna nawet stwierdzic,
ze analiza wariancji to po prostu szczegélny przypadek modelu liniowego. Fakt, ze omawiane sg oddzielnie
podyktowane jest w znacznej mierze zasztoSciami historycznymi. W artykule dostepnym w sekcji dla
zalogowanych “Multiple Regression As A General Data-Analytic System” autorstwa Jacoba Cohena znajduje
sie dobre wyjasnienie wielu zawitosci z tym zwiazanych.
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Zobaczmy sobie podsumowanie jednoczynnikowej analizy wariancji oraz modelu liniowego z jednym kategori-
alnym predyktorem.

Analiza wariancji:

fit_aov <- aov(weight ~ group, PlantGrowth)
summary (fit_aov)

#it Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

## group 2 3.766 1.8832 4.846 0.0159 *

## Residuals 27 10.492 0.3886

# -

## Signif. codes: O '*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

DescTools: :EtaSq(fit_aov)
#i#t eta.sq eta.sq.part
## group 0.2641483  0.2641483

Model liniowy:

fit_1lm <- 1lm(weight ~ group, PlantGrowth)
summary (fit_1lm)

##

## Call:

## 1m(formula = weight ~ group, data = PlantGrowth)

##

## Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -1.0710 -0.4180 -0.0060 0.2627 1.3690

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)

## (Intercept) 5.0320 0.1971 25.527 <2e-16 **x
## grouptrtl -0.3710 0.2788 -1.331 0.1944

## grouptrt2 0.4940 0.2788 1.772 0.0877 .
## ——-

## Signif. codes: O '*xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 0.6234 on 27 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.2641, Adjusted R-squared: 0.2096
## F-statistic: 4.846 on 2 and 27 DF, p-value: 0.01591

Zwroémy uwage na kilka rzeczy. Dla analizy wariancji hipoteza zerowa wyglada tak:
Hoy:p = po=ps
Dla modelu liniowego hipoteza zerowsa byto:
Hy:R*=0
Hipotezy te, chociaz pozornie brzmiace réznie, w rzeczywistosci sa sobie matematycznie réwnowazne i mozna

je przetestowaé tym samym testem (na co wskazuje nam w wydruku R taka sama wartosé¢ statystyki testowej
F). Mozemy to zilustrowaé takim oto rozumowaniem.
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Jezeli hipoteza zerowa analizy wariancji jest prawdziwa (czyli $rednie w grupach sa w populacji identyczne),
to znajomos¢ tego, do ktérej grupy dana obserwacja nalezy, nie pozwala nam przewidywaé¢ wartodci tej
obserwacji lepiej niz po prostu znajomos¢ ogoélnej sredniej. W takiej sytuacji nasz model nie wyjasnia zadnej
czesci wariancji zmiennej zaleznej czyli R? jest réwne zeru. Warto réwniez zwrécié uwage na to, ze R? jest
réwny obliczonemu przez nas 12, co nie powinno dziwié¢ biora¢ pod uwage sposéb w jaki oblicza sie obie te
wartosci.

Na kolejnych zajeciach, gdy bedziemy zajmowaé sie nieco bardziej skomplikowanymi wariantami analizy
wariancji (w ktérych uwzgledniamy wigcej czynnikéw), zobaczymy w jaki sposéb te paralele miedzy modelem
liniowym a analiza wariancji mozna pociagnaé¢ dalej.
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