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Statystyka I z R

Testowanie hipotez

Testowanie statystyczne hipotez jest jedna z najwazniejszych technik statystyki inferencyjnej. Uzywa sie jej
niemal zawsze wtedy, gdy pracujemy z danymi pochodzacymi z badan eksperymentalnych lub obserwacyjnych.
Istnieje bardzo wiele testéw statystycznych, ale w tej czesci kursu skoncentrujemy sie na samej logice
testowania hipotez.

Procedure statystycznego testowania hipotez mozemy opisaé w kilku krokach:

Wymyslamy nasza hipoteze alternatywna (ta nas interesuje!)

Przyjmujemy hipoteze zerowa (i ewentualnie dodatkowe zalozenia).

Decydujemy sie na okreslony poziom istotnosci «.

Konstruujemy rozklad interesujacej nas statystyki z proby (przy zalozeniu Hy i ew. innych zalozeniach).
(Nasza statystyka z préby bedzie w tym przypadku liczba sukceséw (w przypadku testu dwumianowego)
i $rednia z préby (w przypadku testu z))

Okreslamy region krytyczny (biorac pod uwage a i ew. kierunkowos¢ hipotezy).

Losujemy prébe, zbieramy dane, liczymy statystyke.

7. Odrzucamy, badz nie Hy
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Hipoteza zerowa i hipoteza alternatywna

Hipoteza zerowa (Hp) - Jest to hipoteza poddana procedurze weryfikacyjnej, w ktérej zakladamy, ze réznica
miedzy analizowanymi parametrami lub rozkladami wynosi zero (nie zawsze nasza hipoteza zerowa glosi, ze
co$ wynosi 0, ale jest tak w wiekszosci wypadkéw).

Przyktadowo, wnioskujac o parametrach hipoteze zerowa zapiszemy jako:

HO . 91 = 92
gdzie 6 i 0, to parametry rozkladu populacji - na przyklad srednie albo odchylenia standardowe.

Hipoteza alternatywna (H; lub H,4) - hipoteza przeciwstawna do weryfikowanej. Mozemy ja zapisa¢ na trzy
sposoby w zaleznosci od sformutowania badanego problemu:

Hipoteza dwustronna (wartosci dwéch parametréw nie sa réwne)

Hligl#gg

Hipoteza prawostronna (warto$é pierwszego parametru jest wigksza niz drugiego)

Hi: 01 > 09
Hipoteza lewostronna (warto$é¢ pierwszego parametru jest mniejsza niz drugiego)
Hyi: 01 <06y

W zaleznosci od przyjetej hipotezy alternatywnej bedziemy przeprowadzaé¢ sam test statystyczny odrobine
inaczej.



Blad typu I i blad typu II

Blad pierwszego rodzaju (blad pierwszego typu, alfa-blad, ang. false positive) — blad polegajacy na
odrzuceniu hipotezy zerowej, ktéra w rzeczywistosci nie jest falszywa. Oszacowanie prawdopodobienstwa
popelnienia btedu pierwszego rodzaju oznaczamy symbolem « (mala grecka litera alfa) i nazywamy poziomem
istotnodci testu. My bedziemy na zajeciach z reguly przyjmowaé poziom a = 0.05, ale coraz czesciej w
literaturze podnosi sie, ze powinnidmy by¢ w naszych analizach bardziej restrykcyjni i przyja¢ a = 0.01 lub
nawet o = 0.001.

Blad drugiego rodzaju (blad drugiego typu, blad przyjecia, beta-blad, ang. false negative) — blad
polegajacy na nieodrzuceniu hipotezy zerowej, ktora jest w rzeczywistosci falszywa. Prawdopodobienstwo
popelnienia bledu drugiego rodzaju czesto oznaczamy symbolem § (mala grecka litera beta). Czesto w
kontekscie bledu drugiego rodzaju bedziemy méwié¢ o mocy testu statystycznego, ktéra wynosi 1 — .

P-wartos$é, prawdopodobienistwo testowe (ang. p-value, probability value), graniczny poziom istotnosei —
prawdopodobiefistwo uzyskania warto$ci pewnej statystyki (np. réznicy $rednich) takich, jak faktycznie
zaobserwowane, lub bardziej oddalonych od zera, przy zalozeniu, ze hipoteza zerowa jest spelniona. Stosowane
jako miara prawdopodobienstwa popelnienia btedu pierwszego rodzaju, czyli liczbowe wyrazenie istotnosci
statystycznej.

(Zré6dto: Wikipedia)

Testowanie hipotez: przyklad I

Wyobrazmy sobie, ze interesuje nas prawdopodobienstwo dostania astmy na przestrzeni roku wéréd dzieci w
wieku od 0 do 4 lat, ktérych matka pali w domu papierosy.

Skadinad wiemy, ze rocznie okolo 1.4% dzieci w wieku do 4 lat dostaje astmy.

Zakladamy, ze palenie w domu raczej nie zmniejsza ryzyka astmy, tylko zwieksza, wiec nasza hipoteza
alternatywna jest hipoteza prawostronna:

Hya:p>0.014

Nasza hipoteza zerowa, ktéra bedziemy testowaé bedzie jej negacja:

Hy:p=0.014

Badanie wykazalto, ze w prébie 500 dzieci z populacji dzieci, ktérych matki pala w domu, 10 dostato astmy.
Czy uprawnia nas to do odrzucenia hipotezy zerowej?

Interesuje nas nastepujace pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze uzyskaliSmy taki wynik, jaki
uzyskaliSémy, oczywiscie zaktadajac, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa.

Problem, ktory rozwazamy jest problemem dwumianowym, wiec mozemy dokladnie to prawdopodobienstwo
poznad.

Zalézmy (zgodnie z hipoteza zerowa), ze prawdopodobienistwo sukcesu wynosi 0.14. Interesuje nas wiec jakie
jest prawdopodobienstwo 10 i wiecej sukceséw przy liczbie prob wynoszacej 500. Mozemy zobrazowaé to na
prostym wykresie:

# za pomocg “dbinom” tworzymy wektor z prawdopodobienstwami 0,1,2,...,25 sukcesoéw
barplot(dbinom(0:25, 500, 0.014),
names.arg = 0:25, # nazwy stupkoéw
col=c(rep('grey', 10), rep('lightblue', 15)),
xlab = 'Liczba sukcesow',
ylab
main

'Prawdopodobieistwo’,
'Rozktad B(500, 0.014)') # sposdb pokolorowania stupkow



# uwaga, stworzytem wykres obejmujgcy od O do 25 sukcesoéw
# tylko ze wzgledu na jasnoS¢ prezentacji;
# w rzeczywistosct oczywiscie jest mozliwe nawet 500 sukceséw

legend('topright',
£ill = 'lightblue',

legend = 'Prawdopodobiefnstwo 10 i wigcej sukcesoéw',
cex = 0.8 # zmniejszymy czcionke dla czytelnosci
)
Rozktad B(500, 0.014)
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Liczba sukceséw

# kiedy uzywamy lower.tatl = FALSE™ musimy odjgc 1,

# poniewaz dystrybuanta bierze pod uwage nieostrg nieréwnosé
print ('Prawdopodobiefnstwo 10 i wiecej sukcesodw:')

## [1] "Prawdopodobiedistwo 10 i wiecej sukceséw:"

print (pbinom(10-1,500, 0.014, lower.tail = FALSE))
## [1] 0.1680696

Interesuje nas tylko prawy ogon tego rozkladu ze wzgledu na kierunkowos¢ naszej hipotezy alternatywne;j.
Mozemy korzystajac z dystrybuanty z funkcji pbinom stwierdzié, ze prawdopodobienstwo 10 lub wiecej
sukcesow wynosi =~ 0.168. Nie daje nam to powodu do odrzucenia hipotezy zerowej, jezeli wybraliSmy poziom
istotnosci statystycznej a = 0.05

Testowanie hipotez: przyktad 11

Interesuja nas zdolnosci poznawcze dzieci o wadze urodzeniowej mniejszej niz 1500 gramow, ktore cierpialy na
zaburzenia rozwoju plodu. W populacji dzieci rozwijajacych sie normalnie, 5% ma iloraz inteligencji nizszy
niz 70, gdy osiagaja wiek 8 lat. Czy jest to prawda takze dla dzieci, ktére cierpia na zaburzenia rozwoju
ptodu? Aby to sprawdzi¢, wybrano losowa probe 66 dzieci, wsrod ktérych, jak sie okazato, 7 mialo iloraz



inteligencji ponizej 70 punktéw.

Nasza hipoteza alternatywna glosi, ze prawdopodobienistwo uzyskania ilorazu nizszego niz 70 punktow w
wieku 8 lat jest wérdéd dzieci z zaburzeniami rozwoju plodu wyzsze niz w ogélnej populacji (5%).

Hy:p>0.05

Hipoteza zerowa glosi wiec, ze prawdopodobienstwo jest takie samo, jak w ogdlnej populacji.

Hy:p=0.05

Podobnie jak w poprzednim przykladzie mozemy zobrazowaé¢ prawdopodobienstwo, ktore nas interesuje, za
pomoca wykresu, a nastepnie obliczy¢ dokladna warto$¢ prawdopodobienstwa testowego, uzywajac funkcji
pbinom.
barplot(dbinom(0:15, 66, 0.05),

names.arg = 0:15,

col=c(rep('grey', 7), rep('lightblue', 8)),

xlab = 'Liczba sukcesow',
ylab = 'Prawdopodobiefstwo',
main = 'Rozktad B(66, 0.05)')

legend('topright',
£ill = 'lightblue’,
legend = 'Prawdopodobiefnstwo 7 i wigcej sukceséw',
cex = 0.8

)
Rozktad B(66, 0.05)
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print ('Prawdopodobiefistwo 7 i wiecej sukcesow:')
## [1] "Prawdopodobiedistwo 7 i wiecej sukceséw:"

print (pbinom(7-1, 66, 0.05, lower.tail = FALSE))
## [1] 0.04641626

Tym razem prawdopodobienstwo uzyskania 7 lub wiecej sukcesow przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy
zerowej wynosi 0.046. Warto$é ta uprawnia nas do odrzucenia hipotezy zerowej i (jak sadza niektérzy) do
przyjecie hipotezy alternatywnej, ktéra glosi, ze prawdopodobienstwo uzyskania ilorazu inteligencji nizszego
niz 70 wsréd osmiolatkéw o wadze urodzeniowej ponizej 1500 graméw cierpiacych na zaburzenia rozwoju
plodu jest wyzsze od prawdopodobienistwa takiego wyniku wérdéd zdrowych oémiolatkow.

Testowanie hipotez: przyktad I1II - Bond tasting Martini

James Bond stynny jest z tego, ze zawsze zamawia Martini wstrzasniete, nie zmieszane. Czy jednak rzeczywiscie
potrafi odréznic¢ te dwie metody przygotowania swojego ulubionego drinku? Q postanowit go sprawdzic i
zaprojektowal prosty eksperyment. Podczas 16 losowych préb Bond mial orzec, czy Martini, ktére wlasnie
pil, bylo wstrzasniete, czy zmieszane. Gdyby wybieral catkowicie losowo, mialtby 50% szans na poprawne
zgadniecie.

Eksperyment pokazal, ze Bond zgadt w 13 probach na 16.
1. Czy uprawnia nas to do twierdzenia, ze odpowiedzial lepiej, niz gdyby odpowiadal losowo?

Nasza hipoteza alternatywna glosi, ze prawdopodobienistwo sukcesu (czyli prawidlowego odgadniecia) jest
wyzsze, niz gdyby odpowiadal calkowicie losowo (50%).

Hy:p>0.50

Hipoteza zerowa gtosi wiec, ze Bond nie jest istotnie lepszy, niz gdyby zgadywat.

Hy:p=0.50

2. Mozemy jednak sformulowaé nasze pytanie badawcze nieco inaczej. Byé moze nie chcemy od razu
rozstrzygac, ze Bond jest lepszy, niz gdyby odpowiadat losowo. Mozemy zrezygnowac z kierunkowosci
hipotezy alternatywnej, to znaczy zapyta¢, czy uzyskany przez Bonda wynik uprawnia nas to do
twierdzenia, ze odpowiadal lepiej lub gorzej, niz gdyby odpowiadat losowo? Przy takim pytanie hipoteza
zerowa jest taka sama, ale hipoteza alternatywna jest nieco inna:

Ha:p+#0.50

Hy:p=0.50
W zaleznosci od tego jak sformulujemy hipoteze alternatywna (od jej kierunkowosci) zalezy to, ktére obszary
nas beda interesowaty.
Sprobujmy odpowiedzie¢ na pierwsze z tych pytan, uzywajac R.

1. Czy uzyskany przez Bonda wynik uprawnia nas do twierdzenia, ze odpowiedzial lepiej, niz gdyby
odpowiadal losowo?

Hy :p> 0.50



Hy:p=0.50

barplot(dbinom(0:16, 16, 0.5),
names.arg = 0:16,
col=c(rep('grey', 13), rep('lightblue', 3)),
xlab = 'Liczba sukcesow',
ylab 'Prawdopodobienstwo',
main 'Rozktrad B(16, 0.5)"')

legend('topright',
fill = 'lightblue',
legend = 'Prawdopodobiefnstwo 13 i wigce]j sukceséw',
cex = 0.7

)
Rozkiad B(16, 0.5)
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print ('Prawdopodobieistwo 13 i wiecej sukcesdw')
## [1] "Prawdopodobiedistwo 13 i wiecej sukcesow"

print (pbinom(12,16, 0.5, lower.tail = FALSE))
## [1] 0.01063538

binom.test Odpowiedni test mozemy przeprowadzaé¢ nie tylko wykorzystujaé¢ dystrybuante rozkladu
dwumianowego. Zeby ulatwié sobie prace, mozemy postuzy¢ sie wbudowana w R funkcja binom.test.
Serdecznie rekomenduje sprawdzanie uzyskanych przez siebie wynikéw (szczegdlnie w pracach domowych) za
pomocy tej funkcji.

# argument ‘alternative’  okresla kierunkowo3é hipotezy alterantywney.

binom.test(c(13,3), alternative = 'greater')

##



## Exact binomial test

#i#

## data: c(13, 3)

## number of successes = 13, number of trials = 16, p-value = 0.01064

## alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.5
## 95 percent confidence interval:

## 0.5834277 1.0000000

## sample estimates:

## probability of success

#i#t 0.8125

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na drugie z naszych pytan:

2. Czy uzyskany przez Bonda wynik uprawnia nas do twierdzenia, ze odpowiadal lepiej lub gorzej, niz
gdyby odpowiadal losowo?

Hy:p#0.50
Hy:p=0.50

W przypadku takiego sformulowania hipotezy alternatywnej przyjmujemy, ze jest on dwustronna. Nie wiemy,
czy Bond odpowiada lepiej, czy gorzej, niz gdyby mial po prostu wybiera¢ losowo. Przyjmiemy, ze hipoteza
zerowa zostala sfalsyfikowana zaréwno wéwczas, gdy odpowiada gorzej, niz gdyby zgadywal, jak i wtedy, gdy
odpowiada lepiej. Dlatego tym razem interesuja nas dwa ogony rozktadu.

Przypomnijmy sobie, ze wybrany przez nas domy$lny poziom istotnosci statystycznej wynosi 5%. Oznacza to,
ze 5% “skrajnych” wynikéw eksperymentu (przy zalozeniu hipotezy zerowej!) uprawni nas do odrzucenia
hipotezy zerowej. W przypadku alternatywnych hipotez kierunkowych nie jest to problemem. Co jednak, gdy
hipoteza jest niekierunkowa (dwustronna)? W takim wypadku dzielimy nasze 5% na dwie czesci i sprawdzamy,
czy uzyskany wynik wpada w 2.5% dolnego badz w 2.5% gérnego ogonu rozkladu.

Wyznaczajac obszar odrzucenia musimy wzia¢ pod uwage dwustronnos¢ naszej hipotezy alternatywne;j.

# obszar krytyczny bedzie zbiorem wartosct mniejszych niz 2,5 percentyl

# 1 wiekszych niz 97,5 percentyl rozktadu

# jeslt uzyskana przez nas wartosSé lezy w obszarze odrzucenia, odrzucamy hipoteze
print('Warto§ci krytyczne')

## [1] "WartoSci krytyczne"

gbinom(c(0.025, 0.975), 16,0.5)
## [1] 4 12

Ponownie mozemy pokazaé¢ na wykresie, jakie wyniki beda stanowily uzysadanienie dla odrzucenia hipotezy
ZETOWE].

barplot(dbinom(0:16, 16, 0.5),
names.arg = 0:16,
col=c(rep('lightblue',4),rep('grey', 9), rep('lightblue', 4)),
xlab = 'Liczba sukcesow',
ylab 'Prawdopodobienstwo’,
main 'Rozktad B(16,0.5)"')



Rozktad B(16,0.5)
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Liczba sukceséw

Jak widzimy uzyskany przez Bonda wynik (13 sukceséw) znajduje sie¢ w regionie odrzucenia. Oznacza to, ze
réwniez w tym przypadku odrzucamy hipoteze zerowa. Aby obliczyé wartosé p dla takiego testu, najczesciej
obliczamy wartos$¢ p dla obu wariantéw kierunkowosci hipotezy alternatywnej. Nastepnie bierzemy mniejsza
z nich i mnozymy ja przez 2.
# bierzemy mniejszqg wartosSé © mnozymy przez 2
min (

pbinom(13-1, 16, 0.5, lower.tail = FALSE),

pbinom(13, 16,0.5)

) %2

## [1] 0.02127075

# Mozemy tez skorzystaé z funkcji “binom.test’
binom.test(c(13,3), p=0.5, 'two.sided')

#it

## Exact binomial test

##

## data: c(13, 3)

## number of successes = 13, number of trials = 16, p-value = 0.02127
## alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
## 95 percent confidence interval:

## 0.5435435 0.9595263

## sample estimates:

## probability of success

#it 0.8125

Czas na mala dygresje. Na pewno domyS$lajg sie Panstwo, w jaki sposob mozemy oszacowaé prawdopdoo-
bienstwo odgadniecia przez Bonda sposobu przygotowania Martini. Czeé¢ z Panistwa moze jednak zastanawiac
sie, jak skonstruowa¢ wokot takiego prawdopodobienistwa przedzial ufnosci. Czesto robi sie to, uzywajac
rozktadu normalnego, ktéry jest dobra aproksymacja rozkladu dwumianowego. Istnieja jednak lepsze sposoby.



Ponizej (dla zainteresowanych) kilka mozliwosci.

# szacowane z prodby prawdopododbienstwo
print ('Prawdopodobieiistwo oszacowane z préoby: \n')

Szacowane z proby prawdopodobienstwo sukcesu

## [1] "Prawdopodobiefstwo oszacowane z préby: \n"

prob = 13/(13+3)

Szacowany z préby przedzial ufnosci (z rozkladu normalnego) Ten sposéb jest bardzo latwy, ale
niedoktadny.

# 2z rozkiadu normalnego
print ('Przedzial ufnoSci oszacowany z rozkladu normalnego')
## [1] "Przedzial ufnoSci oszacowany z rozkladu normalnego"

(gqnorm(c(0.025,0.975), prob, sqrt(16*prob*(1-prob)))) # sposdb tatwy ale niedoktadny
## [1] -2.247493 3.872493

Szacowany z préby przedzial ufnosci (z rozkladu ) Ten sposéb jest nieco lepszy.

print ('Przedziaty ufnoS§ci oszacowane z rozktadu beta')
## [1] "Przedziaty ufnoSci oszacowane z rozkzadu beta"

binom.test(
matrix(c(13,3), nrow = 1),
p= 0.5) # sposéb trudny % straszny
##
## Exact binomial test
##
## data: matrix(c(13, 3), nrow = 1)
## number of successes = 13, number of trials = 16, p-value = 0.02127
## alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
## 95 percent confidence interval:
## 0.5435435 0.9595263
## sample estimates:
## probability of success
## 0.8125

# jak mozna zobaczyé, sposéb ten jest duzo doktadniejszy
print ('Sprawdzenie, czy rzeczywiScie tak jest')
## [1] "Sprawdzenie, czy rzeczywiScie tak jest"

binom.test(c(13,3), p=0.5435435, alternative = 'g')

##

## Exact binomial test

##

## data: c(13, 3)

## number of successes = 13, number of trials = 16, p-value = 0.025

## alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.5435435
## 95 percent confidence interval:

## 0.5834277 1.0000000

## sample estimates:



## probability of success
## 0.8125

binom.test(c(13,3), p=0.9595263, alternative = '1')

##

## Exact binomial test

##

## data: c(13, 3)

## number of successes = 13, number of trials = 16, p-value = 0.025
## alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.9595263
## 95 percent confidence interval:

## 0.000000 0.946854

## sample estimates:

## probability of success

## 0.8125

print('Przedziat ufnoSci oszacowany za pomocg symulacji')
## [1] "Przedzial ufnoSci oszacowany za pomocg symulacji"

a = rbinom(1000000,16,prob)/16
quantile(a, ¢(0.025,0.975))
## 2.5), 97.5%

## 0.625 1.000

Szacowany z préby przedzial ufnosci (za pomoca symulacji Monte Carlo)

Szacowany z préby przedzial ufnosci (za pomoca funkcji binom.confint z pakietu binom) Mozemy
tez postuzy¢ sie pakietem binom, w ktérym znajduje sie funkcja binom.confint oferujaca rézne inne metody
wyznaczania przedzialéw ufnosci.

library(binom)

binom.confint (13,16)

## method x n mean lower upper
## 1 agresti-coull 13 16 0.8125000 0.5619784 0.9420168
## 2 asymptotic 13 16 0.8125000 0.6212505 1.0037495
## 3 bayes 13 16 0.7941176 0.6073333 0.9602614
## 4 cloglog 13 16 0.8125000 0.5246043 0.9353523
## 5 exact 13 16 0.8125000 0.5435435 0.9595263
## 6 logit 13 16 0.8125000 0.5525441 0.9382961
## 7 probit 13 16 0.8125000 0.5700893 0.9449442
## 8 profile 13 16 0.8125000 0.5827611 0.9497199
## 9 Irt 13 16 0.8125000 0.5827632 0.9497621
## 10 prop.test 13 16 0.8125000 0.5369234 0.9502687
## 11 wilson 13 16 0.8125000 0.5699112 0.9340840

Testowanie hipotez - wartos¢ p przy niesymetrycznych rozkladach

Zalézmy, ze przecietny student ma 80% szans na zdanie egzaminu. Wybraliémy prébe 50 studentéw
kognitywistyki, przeegzaminowalidémy i okazalo sie, ze 35 z nich zdalo egzamin. Czy studenci kognitywistyki
sg lepsi lub gorsi od reszty studentéw?

Ze wzgledu na to, ze nasze pytanie badawcze nie specyfikuje, ze chcieliSmy testowaé¢ hipoteze kierunkows.
Uklad hipotez przedstawia sie wiec w sposéb nastepujacy:

10



Hy:p+#0.80

Hy:p=0.80

Na poczatek przedstawmy obszary krytyczne na wykresie.

alpha <- 0.05

obszar_odrzucenia <- gbinom(c(alpha/2, 1- (alpha/2)),
50,
0.8)

print('Warto§ci krytyczne')

## [1] "Wartosci krytyczne"

print (obszar_odrzucenia)
## [1] 34 45

barplot(dbinom(0:50, 50, 0.8),
names.arg = 0:50,
col=c(rep('lightblue',obszar_odrzucenial1l]),

rep('grey',50 - obszar_odrzucenial[l] - (50 - obszar_odrzucenial[2])),
rep('lightblue', 50-obszar_odrzucenial[2])),
xlab = 'Liczba sukceséw',

ylab 'Prawdopodobiefnstwo',
main = 'Rozk%ad B(50,0.8)'

legend('topleft',
£fill = 'lightblue',
legend = 'Obszar krytyczny dla hipotezy dwustronnej',
cex = 0.8)

11



Rozktad B(50,0.8)
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Liczba sukceséw

Jak widzimy uzyskana przez nas liczba studentéw, ktorzy zdali egzamin nie wpada w zaden z dwéch obszaréw
odrzucenia. Sprébujmy jednak obliczy¢ dokladna wartosé prawdopodobienistwa testowego (p value). Najpierw
obliczymy wartosé dla testu lewostronnego, potem dla prawostronnego.

print ('Prawdopodobiefistwo 35 i mniej sukcesdw')
## [1] "Prawdopodobieiistwo 35 i mniej sukceséw"

pbinom(35, 50, 0.8)
## [1] 0.06072208

print ('Prawdopodobiefistwo 35 i wiecej sukcesdw')
## [1] "Prawdopodobiedistwo 35 i wiecej sukcesoéw"

pbinom(35-1, 50, 0.8, lower.tail = FALSE)
## [1] 0.9691966

# hipoteza lewostronna - odpowiada pbinom(35, 50, 0.8)
binom.test(c(35,15), p=0.8, alternative = '1')

#i#

## Exact binomial test

#i#

## data: c¢(35, 15)

## number of successes = 35, number of trials = 50, p-value = 0.06072
## alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.8
## 95 percent confidence interval:

## 0.0000000 0.8051151

## sample estimates:

## probability of success

#i# 0.7
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# hipoteza prawostronna - odpowiada pbinom(35-1, 50, 0.8, lower.tail = FALSE)
binom.test(c(35,15), p=0.8, alternative = 'g')

#i#

## Exact binomial test

#i#t

## data: c¢(35, 15)

## number of successes = 35, number of trials = 50, p-value = 0.9692
## alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.8
## 95 percent confidence interval:

## 0.576267 1.000000

## sample estimates:

## probability of success

#i# 0.7

Wydawaloby sie, ze powinnismy po prostu wzia¢ mniejszg z nich i nastepnie pomnozy¢ ja przez 2. Takie
rozwigzanie nie zgadza si¢ jednak z wartoscig podawang przez funkcje binom.test, ktorej raczej powinnidmy
zaufaé:

# hipoteza dwustronna
binom.test(c(35,15), p=0.8, alternative = 't')

##

## Exact binomial test

#it

## data: c(35, 15)

## number of successes = 35, number of trials = 50, p-value = 0.1087
## alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.8
## 95 percent confidence interval:

## 0.5539177 0.8213822

## sample estimates:

## probability of success

#i# 0.7

Dlaczego nasze wyniki sa rézne? Przy obliczaniu wartosci p dla testu dwumianowego przy dwustronnej
hipotezie interpretujemy “wartosci bardziej skrajne niz uzyskana warto$é¢” jako “wartodci, ktérych praw-
dopodobienistwo wystapienia jest nizsze, niz wartosci uzyskanej w rzeczywistosci”.

Obliczenie wlasciwego wyniku w R “na piechote” wymaga kilku krokéw, ale jest do zrobienia.

# Prawdopodobiefistwo takiego wyniku, jaki otrzymalismy
d_e <- dbinom(35, 50, 0.8)

# Prawdopodobienistwa wszystkich mozliwych wynikow
d_w <- dbinom(0:50, 50, 0.8)

# Suma prawdopodobienstw wszystkich wynikéw bardziej skrajnych niz nasz (w obie strony)
sum(d_w[d_w<=d_e])

## [1] 0.1087493

Umiemy wiec obliczyé p dla testu dwustronnego! Zeby lepiej zobrazowaé, o co tutaj tak naprawde chodzi,
mozemy przedstawi¢ nasza sytuacje graficznie
kolorki = ifelse(dbinom(0:50,50,0.8) <= d_e, 'skyblue', 'grey')
kolorki = ifelse(dbinom(0:50,50,0.8) == d_e, 'darkblue', kolorki)
bl = barplot(dbinom(0:50, 50, 0.8),
names.arg = 0:50,
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col = kolorki,
'Rozktad B(50,0.8)"',
'Liczba sukcesow',

main
xlab
ylab = 'Prawdopodobienstwo',)

legend('topleft', £ill = c('lightblue', 'darkblue'),
legend = c('Prawdopodobiefistwo wynikéw \nprzynajmniej tak skrajnych jak uzyskany',
'"Prawdopodobienstwo uzyskanego wyniku'),
cex = 0.8)

Rozktad B(50,0.8)
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Liczba sukcesow

Jak widzimy uzyskany wynik nie uprawnia nas do odrzucenia hipotezy zerowej. W przypadku hipotezy
jednostronnej znajdujemy sie “na granicy istotnosci statystycznej”, a przypadku hipotezy dwustronnej nie
odrzuciliby$my hipotezy zerowej nawet dla o = 0.1.

Blad standardowy S$redniej i centralne twierdzenie graniczne

Btad standardowy — odchylenie standardowe $rednich z préb (gdybysmy wiele razy pobierali préby tej
samej wielkosci z tej same]j populacji generalnej, liczyli z nich $rednie, a potem odchylenie standardowe tych
$rednich).

Wz6r na blad standardowy to (jesli znamy parametry rozkladu):

=

gdzie o to odchylenie standardowe rozktadu populacji a n to liczebno$¢ préby

SE =

(za http://www.eko.uj.edu.pl/statystyka/II/slowniczek.pdf)

Btad standardowy $redniej wiaze si¢ z Centralnym Twierdzeniem Granicznym, ktére opisuje jeden z na-
jwazniejszych faktéw wykorzystywanych przy statystycznym testowaniu hipotez.
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Centralne twierdzenie graniczne (jedno ze sformulowan) - Dla danej populacji o $redniej p i wariancji
o2 rozklad éredniej z préby bedzie miat §rednia réwna u (g = p), wariancje (0% ) réwna o2 /n i odchylenie

X
standardowe o ¢ réwne o/y/n.
Mozemy przetestowaé “prawdziwos¢” tego twierdzenia, tworzac kilka prostych symulacji. Ponizsza funkcja:

1. Z okreslonego rozkladu normalnego o $redniej mean i odchyleniu standardowym sd losuje i
n-elementowych probek.

2. Dla kazdej wylosowanej probki oblicza $rednia.

3. Dla i sérednich tworzy trzy ilustracje:

e histogram obrazujacy rozklad wartoéci w losowej prébie 100 obserwacji wraz z odpowiadajacg mu
krzywa rozkladu normalnego o $redniej mean i odchyleniu standardowym sd

o histogram obrazujacy rozktad $rednich z i prébek wraz z odpowiadajaca mu krzywa rozktadu normalnego
o parametrach obliczonych z Centralnego Twierdzenia Granicznego, to znaczy o Sredniej mean i odchyleniu
standardowym sd/sqrt(n)

e wykres kwantyl-kwantyl dla rozkladu srednich z i prébek, ktéry pozwala ocenié, czy rozklad ten jest
normalny

blad_standardowy <- function(n, mean=0, sd=1, i) {
# losujemy © Tazy probe o liczebnosci n z ktorej liczymy Srednig
errors = replicate(i, mean(rnorm(n,mean,sd)))
par(mfrow=c(1,3)) # chcemy narysowaé 3-panelowy wykres
# Pierwszy wykres: histogram rozktadu obserwacji w prébie

hist(
rnorm(100, mean, sd), # losujemy 100 obserwacji
freq = FALSE,
main = '(normalny) Rozktad populacji',

xlab = 'x') # rozktad empiryczny
# Naktiadamy na histogram krzywg odpowiadajgcg rozktadowi teoretycznemu
curve(dnorm(x, mean,sd), # rozktad teoretyczny
add = TRUE)

# Drugi wykres: histogram rozkiadu Srednich z prébek
hist(errors,

freq = FALSE,

main = 'Rozktad Sredniej z proéby',

xlab='X"') # rozktad empiryczny

# Drugi wykres: naktadamy krzywg
curve (dnorm(x, mean, sd/sqrt(mn)),
add = TRUE,
col = 'red', lwd =2) # rozklad teoretyczny

# Trzeci wykres: wykres kwantyl-kwantyl dla Srednich z prébek
qgnorm(errors, main = 'Wykres kwantyl-kwantyl')
qqline(errors)

}

Na histogramach znajduja sie “rozklady empiryczny” to znaczy rozklady uzyskane dzieki procedurze losowania
z rozkladéw o okreslonych parametrach. Na nie nalozone sa krzywe ilustrujace gesto$¢ prawdopodobienstwa
interesujacych nas rozkltadow. Interesuje nas $rodkowy panel, na ktérym histogram obrazuje wyniku
eksperymentu, polegajacego na losowaniu prob i wyliczaniu z nich $rednich, a krzywa jest krzywa rozktadu
$redniej z préby, o ktorej méwi nam przywolane wezedniej sformutowanie CTG:
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set.seed(1234)
blad_standardowy (35, i=1000)

(normalny) Rozktad populaciji Rozktad sredniej z préby Wykres kwantyl-kwantyl
<
O‘ — 1 O
<
/\_ o S ]
S S
.
(=} N
o
19)
= 7 )
=
E
2 2 g o |
%] N %] o ©
c o c
5] 8] [}
a o o | =
H S
©
n [qV]
C). —
- I
-
S n |
o
<
O‘ —
]
o | o
o = o =
[ I I I ] [ I I I I ] I I I I I I I
2 -1 0 1 2 -06  -0.2 0.2 -3 -101 2 3
X X Theoretical Quantiles

7 punktu widzenia logiki testowania hipotez istotne jest, ze rozklad $redniej z proby bedzie dazyt do rozktadu
normalnego nawe wowczas, gdy rozklad w populacji nie bedzie normalny! Aby to zilustrowaé powtérzmy
symulacje tym razem losujac nie z rozkladu normalnego, ale z rozkladu jednostajnego (uniform distribution,
*unif).
blad_standardowy_unif <- function(n,a,b,i){

mean <- a+b/2

sd <- sqrt((b-a)**2/12)

errors <- replicate(i, mean(runif(n,0,100)))

par (mfrow=c(1,3))

hist (runif (100,a,b),

freq = FALSE,
main = "(jednostajny) Rozktad populacji",
xlab = 'x')

curve(dunif(x, a,b), add = TRUE)
hist(errors,
freq = FALSE,
main = "Rozktad Sredniej z proéby", xlab = 'x')
curve (dnorm(x, mean, sd/sqrt(mn)),
add = TRUE, col = 'blue', lwd=2)
qgnorm(errors, main = 'Wykres kwantyl-kwantyl')
qqline(errors)
}
set.seed(1234)
blad_standardowy_unif (35, 0,100, i=1000)
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(jednostajny) Rozkiad populaciji Rozktad Sredniej z proby Wykres kwantyl-kwantyl
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Jak widzimy na srodkowym panelu rozklad sredniej z proby przy n = 35 dazy do rozkladu normalnego!

Testowanie hipotez: przykiad V
Spréobujmy teraz zastosowaé nasza wiedze o Centralnym Twierdzeniu Granicznym do przetestowania hipotezy
na temat $redniej w populacji!

Williamson postanowil sprawdzi¢ hipoteze, zgodnie z ktora stres w zyciu dziecka prowadzi¢ ma do probleméw
behawioralnych. Spodziewal sig, ze w prébie dzieci, ktérych rodzice maja depresje, poziom probleméw
behawioralnych bedzie szczegdlnie wysoki.

Williamson przebadat 166 dzieci z doméw, w ktérych przynajmniej jeden z rodzicéw mial stwierdzong historie
depresji. Dzieci wypelnily Youth Self-Report i érednia w prébie wyniosta 55.71 z odchyleniem standardowym
7.35.

Skadinad znamy rozklad w populacji wynikéw Youth Self-Report i wiemy, ze jest nim rozklad normalny o
parametrach p = 50 oraz ¢ = 10.

Zobaczmy jak wyglada nasz uktad hipotez.

Hipoteza alternatywna (dwustronna): Te dzieci nie pochadza z populacji o tej samej sredniej YSR, co ogélna
populacja.

HAZM1#5O

Hipoteza alternatywna (prawostronna): Te dzieci pochodza z populacji o wyzszej $redniej YSR, niz ogdlna
populacja.

Ha:pg > 50
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Hipoteza zerowa: Te dzieci pochodza z populacji o innej éredniej YSR, niz ogélna populacja.

H0:‘LL2:5O

Mozemy wiec zobaczy¢, jak wyglada rozktad éredniej z proby przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej.
W tym celu, dla ilustracji, wylosujemy z rozktadu normalnego o $redniej 50 i odchyleniu standardowym 10
tysiac 166 elementowych probek. Z kazdej z nich obliczymy Srednia i za pomoca histogramu zobrazujemy ich
rozklad. Dodatkowo, korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, na histogram natozymy krzywa
rozkladu normalnego o $redniej 50 oraz o odchyleniu standardowym wynoszacym ﬁ, to znaczy w naszym

przypadku \/%.

zbliza si¢ do rozkladu normalnego.

Wykres kwantyl-kwantyl postuzy nam do sprawdzenia, czy ksztalt tego rozkladu faktycznie

s_mean <- 50
n <- 166
s_sd <- 10/sqrt(n)

par (mfrow = c(1,2))
sim = replicate(1000, # losujemy 100 prébek i obliczamy Srednig
mean (rnorm(n,50,10))

)
hist(sim,
freq = FALSE,
main = "Rozklad Sredniej z proby")
curve (dnorm(x,
S_mean,
s_sd),
add = TRUE)
qqnorm(sim)
qqline(sim)
Rozktad Sredniej z proby Normal Q—-Q Plot
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Teraz mozemy wyznaczy¢ regiony odrzucenia dla hipotezy dwustronnej i prawostronnej.

Hipoteza dwustronna:

gnorm(c(0.025, 0.975), s_mean, s_sd)

## [1] 48.47877 51.52123

# mozemy postuzyé stie naszym rozkliadem empirycznym jako przyblizZeniem rozktadu teoretycznego!
quantile(sim, c(0.025, 0.975))

## 2.5% 97.5%

## 48.56754 51.44774

u_2 = gnorm(0.95, s_mean, s_sd)

print('Warto§¢ krytyczna dla hipotezy prawostronnej')
## [1] "Wartos¢ krytyczna dla hipotezy prawostronnej"

u_2
## [1] 51.27665

1 = gnorm(0.025, s_mean, s_sd)
u = gqnorm(0.975, s_mean, s_sd)
print('Wartosci krytyczne dla hipotezy dwustronnej')
## [1] "Wartosci krytyczne dla hipotezy dwustronnej"

1
## [1] 48.47877

u
## [1] 51.52123

Odpowiednie obszary odrzucenia mozemy réwniez nanies¢ na wykres.
norm_area(-Inf, u_2, s_mean, s_sd)
text(labels = "55,71", x = 55.71, y = 0.03)

Obszar krytyczny dla hipotezy prawostronnej (bialy kolor)
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The area between —Infand u_2 is 0.95

55,71

I I
907957943493 50

X~Normal (1 =50, 0 =0.7761505)

norm_area(l, u, s_mean, s_sd)
text(labels = "55,71", x = 55.71, y = 0.03)

Obszary krytyczne dla hipotezy niekierunkowej (biaty kolor)
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The area between | and u is 0.95

55,71

I I
48.4787729230338

X~Normal (u=50, 0 =0.7761505)

Jak widzimy dla obu rodzajéw testéw faktycznie uzyskana przez nas srednia z préby (55.71) wpada w obszar
odrzucenia. Korzystajac z dystrybuanty rozktadu normalnego, mozemy obliczy¢ dokladne wartosci p dla obu

rodzajow testow.

print ('Prawdopodobienstwo uzyskania Sredniej z proéby 55.71\

przy zatozeniu hipotezy zerowej dla hipotezy prawostronnej')

## [1] "Prawdopodobiedistwo uzyskania Sredniej z préby 55.71\n

pnorm(55.71, s_mean, s_sd, lower.tail = FALSE)

## [1] 9.417126e-14

print ('Prawdopodobiefistwo uzyskania Sredniej z préby 55.71\

przy zatozeniu hipotezy zerowej dla hipotezy dwustronnej')
## [1] "Prawdopodobiefistwo uzyskania Sredniej z préby 55.71\n

pnorm(55.71, s_mean, s_sd, lower.tail = FALSE) * 2

## [1] 1.883425e-13

przy zatozeniu hipotezy zerowej dla .

przy zatozeniu hipotezy zerowej dla .

Jak widzimy mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa. Wartosci p znajduja sie duzo ponizej progu a = 0.05.
Uzyskanie takiej Sredniej jest skrajnie nieprawdopodobne. Wydaje sie wiec, ze Williamson wykazal prawdzi-

wos¢ swojej tezy.

W ogédlnoéci takie postepowanie mozemy nazwaé testem z:

e X - $rednia z proby

_ X

z =

ag

v

o 1 - Srednia z populacji zakladana w hipotezie zerowej
e 0 - znane odchylenie standardowe w populacji

e n - liczebnosé préby
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Tak obliczona statystyke testowa z poréwnujemy do standardowego rozktadu normalnego, to znaczy rozktadu
normalnego o éredniej wynoszacej 0 i odchyleniu rownym 1. W przypadku analizowanego przez nas badania,
wygladaloby to tak:

z_stat <- (55.71 - 50) / (10 / sqrt(166))
pnorm(z_stat, lower.tail = F) * 2

## [1] 1.883425e-13

Aproksymacja rozkladu dwumianowego z rozktadu normalnego

Rozktad normalny jest nieztym przyblizeniem rozkladu dwumianowego. Mozemy sie o tym przekonaé
wykorzystujac nastepujaca wiedze:

=
I
3
S|

o= =P

gdzie

e n - liczba préb
e p - prawdopodobienstwo sukcesu

# Wylosujmy 1000 wartoscti z B(100,0.5)
hist(rbinom(10000, 100, 0.5), main = 'B(100,0.5)"', freq = FALSE)

# Natozmy krzywg N(np, sqrt(npl-p))
curve(dnorm(x, 100%¥0.5, sqrt(100%0.5*(1-0.5))), add = TRUE)

B(100,0.5)
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rbinom(10000, 100, 0.5)
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