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W tej czescei kursu nauczymy sie, w jaki sposéb mozemy w R korzystac z rozktadéw teoretycz-
nych. Na poczatek musimy przypomnieé sobie, czym wlasciwie sa rozklady teoretyczne.

Rozklad teoretyczny

e Opisany przez funkcje matematyczna.
e Okreslony przez parametry tej funkcji.

W R wbudowane sa funkcje zwiagzane ze wszystkimi najwazniejszymi w statystyce rozktadami
teoretycznymi.

Pelna liste dostepnych rozkladéw mozna zobaczy¢, wpisujac ?Distributions.
Dla kazdego rozkladu istnieja cztery funkcje:
e d... jak density np. dnorm(x, mu, sigma)
— funkcja gestosci rozktadu
e q... jak quantile np. qnorm(p, mu, sigma)
— funkcja kwantylowa

e p... jak probability np. pnorm(q, mu, sigma)

dystrybuanta (funkcja wyznaczajaca rozklad prawdopodobiefistwa)
e r... jak random np. rnorm(n, mu, sigma)

— generator liczb losowych

Omoéwmy teraz zestaw czterech funkcji dla rozkladu normalnego. Interesuja nas nastepujace
funkcje z koncéwka norm. Wszystkie cztery funkcje przyjmuja 3 argumenty, dwa ostatnie -
mean i sd okreélaja parametry rozkladu teoretycznego, ktoéry nas interesuje.

Zobaczmy definicje z Wikipedii i sprébjmy powiedzie¢ sobie, co te funkcje robig.

e dnorm



Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (gesto$é zmiennej losowej) — nieujemna funk-
cja rzeczywista, okreslona dla rozkladu prawdopodobienstwa, taka ze calka z tej
funkcji, obliczona w odpowiednich granicach, jest réwna prawdopodobienstwu wy-
stapienia danego zdarzenia losowego. Funkcje gestosci definiuje sie dla rozktadéw
prawdopodobienistwa jednowymiarowych i wielowymiarowych. Rozklady majace
gesto$¢ nazywane sa rozkladami cigglymi.

Definicja ta powinna nam powiedzie¢ kilka rzeczy. Po pierwsze, warto$é¢ ten funkcji dla ja-
kiej$ okreslonej liczby nie jest prawdopodobienstwem przyjecia przez naszg zmienng losowa
okreslonej wartosci. W przypadku rozktadéw ciaglych jest bowiem tak, ze prawdopodobien-
stwo przyjecia jakiejkolwiek okreslonej wartosci wynosi 0 - mozemy méwié tylko o pewnych
przedziatach wartoéci. Funkcja dnorm nam bedzie stuzy¢ gtéwnie do celéw pobocznych, takich
jak rysowanie wykreséw. Mozemy bowiem uzyskaé¢ dzieki niej odpowiedZ na pytanie, jaka jest
gestos¢ prawdopodobienstwa w dowolnym punkcie i korzystajac z tej informacji narysowac
krzywa. Dla tych z panstwa majacych inklinacje bardziej matematyczne - nie jest klopotem,
zeby znalezé wzor tej funkcji (znéw - na przyklad na Wikipedii, ale tez w podreczniku Ho-
wella).

e pnorm

Dystrybuanta jest definiowana jako prawdopodobienstwo tego, ze zmienna X ma
wartosci mniejsze badz rowne x.

Jezeli korzystali panstwo z tablic statystycznych, to dystrybuanta nie jest dla Panstwa nowoscia.
R dostarcza nam wygodnej funkcji do jej obliczania. Czasami jednak interesuja nas nie wartosci
mniejsze lub réowne z ale wartosci wieksze od x. Oczywiscie, moglibySmy po prostu odjaé
uzyskang warto$¢ od 1 korzystajac z faktu, ze prawdopodobienstwo musi sie sumowaé¢ do
jednego, ale dla wygody i przejrzystosci kodu mozemy skorzystaé¢ z argumenu lower.tail =
FALSE

e gnorm
Odwrotna dystrubuanta (wygodniej mysleé¢ - kwantyle).

Za pomocy dystrybuanty mozemy dowiedzie¢ sie, jak jakie jest prawdopodobienstwo przyjecia
przez naszg zmienna wartosci ponizej innej okreslonej warto$ci. Za pomoca odwrotnej dys-
trybuanty mozemy odpowiedzie¢ sobie na odwrotne pytanie - chcemy dowiedzieé¢ sie, ponizej
jakiej wartosci leze¢ bedzie okreslona cze$é¢ naszego rozktadu.

e Irnorm

Funkcje z przedrostkiem r... pozwalaja nam losowa¢ wartosci z okreslonego parametrami
rozktadu. Przy duzej liczbie losowan rozklad empiryczny tak losowanej zmiennej dazy¢ bedzie
do rozktadu teoretyznego, z ktérego losujemy. Te ceche mozemy wykorzystaé¢ przeprowadzajac
proste (i trudniejsze) eksperymenty. Mozemy dowiedzieé sie czegos, uzywajac dystrybuanty, a



nastepnie “empirycznie” sprawdzi¢, czy rzeczywiscie tak jest za pomocg wielokrotnego losowa-
nia. Pierwszym argumentem funkcji z przedrostkiem r... jest liczba losowar - jak duza ma
by¢ nasza préoba z okreslonego rozkladu teoretycznego.

Weszystkie omoéwione tutaj zasady dotyczace funkcji R do pracy z rozkladem normalnym sto-
suja sie do pracy z innymi rozkladami. Nalezy jednak pamieta¢ o do$¢ oczywistej sprawie -
inne rozklady teoretyczne okreslone sa przez inny zestaw parametréw (niekoniecznie $rednig
i odchylenie standardowe). Generalnie jednak to, co powiedzieliSmy sobie do tej pory, ma
zastosowanie. Ostatnig rzecza, na ktora nalezy zwrocié uwage, jest fakt, ze w przypdaku roz-
ktadéw dyskretnych funkcje z przedrostkiem d. . . pozwlaja nam okresli¢ prawdopodobienstwo
wystapienia danego zdarzenia losowego (np. wypadniecia n ortéw przy rzucie moneta itp.)

dnorm, pnorm i gnorm w praktyce

Narysujmy rozklad normalny o parametrach p = 100 i o = 15. Okolo 99,994% wartosci tego
rozkladu miesci si¢ miedzy p — 40 a p + 40. Dlatego na osi x przyjmujemy wartosci od 40 do
160. Wartosci na osi y obliczamy, podstawiajac kolejne warto$ci x do funkcji dnorm.

sr <- 100; odch <- 15 # parametry naszego rozkiadu
x <- seq(-4, 4, length = 1000) * odch + sr # generujemy 1 000 warto§ci x od
» mu - 4*sigma do mu + 4*sigma

p <- dnorm(x, sr, odch) # za pomocg funkcji dnorm otrzymujemy koordynaty y
< naszych punktéw

plot(x, p,
type="1", # typ wykresu - liniowy
lwd=2, # szerokos$¢ linii
main=paste("Rozktad normalny o Sredniej \n",
sr,
" i odchyleniu standardowym ",
odch)) # tytutr wykresu



Rozktad normalny o $redniej
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0.000 0.010 0.020
I

I I I I I I I
40 60 80 100 120 140 160

X

Przyjrzyjmy sie teraz, jak dziala dystrybuanta. Chcac dowiedzie¢ sie, jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze nasza zmienna przyjmie warto$¢ mniejsza lub réwna 80 musimy postuzyé¢ sie
funkcja pnorm.

pnorm(80, 100, 15) # obliczamy prawdopdobienstwo X < 80

[1] 0.09121122

plot(x, p,
type="1", # typ liniowy wykresu
lwd=2, # szerokos§¢ linii
main=paste("Rozklad normalny o &redniej \n", sr,
" i odchyleniu standardowym ", odch))

abline(v=80, 1lty=2) # rysujemy pionowa przerywang linie przy warto&ci 80

# dodajemy napis ile wartoSci lezy ponizej tej linii

text (x=70,
y=0,
labels=paste(round(pnorm(80, 100, 15)*100, 2),"%"),
cex=1.2)



Rozktad normalny o $redniej
100 i odchyleniu standardowym 15
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Jezeli chcemy na przyklad dowiedzie¢ sie¢ ponizej jakiej wartosci lezy 80% naszego rozkladu,

musimy uzy¢ funkcji gnorm (odwrotna dystrybuanta).

gnorm(.8, 100, 15) # obliczamy ponizej jakiej wartosci lezy 807

[1] 112.6243

plot(x,p,
type="1", # typ liniowy wykresu
lwd=2, # szerokos¢ linii
main=paste ("Rozklad normalny o Sredniej \n", sr,
" i odchyleniu standardowym ", odch)) # tytu

# pionowa przerywana linia na wysokosci 112,62 (80 percentyl)
abline(v=gnorm(.8, 100, 15), lty=4)

text (x=95, y=.01, labels="80%", cex=1.5) # podpis



Rozktad normalny o Sredniej
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Symulacje statystyczne (losowanie)

Po co w ogdle to robic?

Jest kilka powodéw, dla ktoérych “eksperymenty” polegajace na losowaniu z rozkladéw tore-
tycznych sa interesujace. Pierwszy z nich jest taki, ze jest to dobre narzedzie dydaktyczne
- pozwala sobie uzmystowi¢ jak “dzialaja” pewne zaleznosci statystyczne. Z drugiej strony
pozwalaja nam dowiedzie¢ sie o nich czegos nowego. Bardzo dobrym przykladem jest esty-
mowanie mocy testu statystycznego. W przypadku niektérych testow statystycznych mozemy
bardzo doktadnie obliczy¢ moc testu, ale czasami jest to trudniejsze - woéwczas mozemy sobie
pomdc generujac za pomoca R (lub innego programu) odpowiednie préby i zobaczyé, w jakiej
czesci symulacji falszywa hipoteza zerowa zostala odrzucona. Na poczatek jednak musimy za-
znajomi¢ sie z podstawowymi narzedziami stuzacymi do przeprowadzania losowan, dlatego w
dalszej czesci notatnika kazde zadanie rozwigzywaé bedziemy na dwa sposoby - korzystajac z
rozkladow teoretycznych i estymujac z losowan.

set.seed

1. Komputer generuje liczby pseudolosowe. Oznacza to, ze tak naprawde nie sg to liczby
losowe, a jedynie “udaja” losowe w odpowiednio przekonujacy sposéb i mozemy dla celéw
praktycznych traktowad je, jako losowe liczby. Jest to spowodowane tym, ze komputery
ze swojej istoty losowe nie sg - potrafia wykonywaé algorytmy i w zasadzie nic wiecej.
Komputery jednak potrafia generowaé liczby pseudolosowe korzystajac z faktu, ze przy



odrobinie wysitku mozemy zebra¢ z otoczenia pewna “doze losowosci” i nastepnie za
pomocy sprytnego algorytmu w toku kolejnych jego iteracji generowaé liczby, ktére do
ztudzenia przypominajg liczby losowe. W zaleznosci od jezyka programowania i metody
losowania ta doza losowoéci moze pochodzié¢ z réznych zrédet - z ruchéw myszka uzytkow-
nika, z wahan temperatury procesora, z systemowego zegara itp. Konsekwencja tego jest,
ze chociaz liczby nie sa naprawde losowe (bo mozna je wyliczy¢ znajac stan poczatkowy
przy pierwszej iteracji algorytmu), to trudno to zrobié. Jest to do$é¢ skrétowe i uprosz-
czone przedstawienie tematu, ale na potrzeby naszych zajeé¢ powinno byé wystarczajace.

2. Konsekwencjg sposobu, w jaki komputery generujg liczby pseudolosowe jest fakt, ze mo-
zemy sami zdecydowaé, jaki bedzie stan poczatkowy naszego algorytmu (ziarno, seed).
Dzieki temu, jezeli bedzie powtarza¢ generowanie liczb, to za kazdym razem beda takie
same. Kiedy zajmujemy sie¢ kryptografia albo z jakiego$ innego powodu zalezy nam na
prawdziwej losowosci. My, zajmujac sie statystyka, mozemy jednak wykorzystaé¢ pseu-
dolosowo$¢ wlasnych celéw. ChcielibySmy bowiem, zeby kazdy, kto zna naszego seeda i
dysponuje kodem zrédlowym naszego programu moégl otrzymacé dokladnie taki sam wy-
nik. Zeby kto$ latwo moégl zreplikowaé nasza symulacje, uzywamy set.seed - funkcj,
ktéra ustawia ziarno na okreslona liczbe.

set.seed(12345) # mozemy podaé dowolnag liczbe

Rzut kostka

Pierwszy przyklad bedzie dotyczyl rzucania kostka. Na poczatek wykonajmy symulacje 6000
rzutéw kostka. Policzmy, ile bylo poszczegdlnych wynikéw. Aby to zrobié uzyjemy funkcji
sample:

sample (wektor, size, replace = T/F)

e wektor - wektor, z ktorego chcemy losowaé wartodci
e size - liczba losowan
e replace - czy chcemy losowaé bez zwracania czy ze zwracaniem

kostka <- 1:6

symulowane_rzuty <- sample(kostka, # wektor, z ktdrego losujemy wartosci
size = 6000, # liczba losowan
replace = TRUE) # ze zwracaniem?

Policzmy, ile wynikéw dla kazdej z sze$ciu mozliwosci otrzymaliSmy:



table(symulowane_rzuty)

symulowane_rzuty
1 2 3 4 5 6
1019 981 995 1007 1002 996

Spodziewamy sie, ze otrzymamy okoto 1000 wystapien kazdej mozliwosci.

Kolejne pytanie, jakim sie zajmiemy, brzmi nastepujaco: jak czesto w takim eksperymencie
otrzymamy wigcej niz 1030 jedynek? Dosé trudno obliczyé prawdopodobienstwo takiego zda-
rzenia, ale mozemy wykorzysta¢ symulacje, aby to prawdopodobienstwo przyblizy¢.

Sprobujmy powtérzyé¢ nasze doswiadczenie 1000 razy i zobacy¢, w ilu przypadkach z tego
tysiaca jedynek bylo wiecej niz 1030. Aby sie tego dowiedzie¢ uzyjmy funkcji replicate.
Przyjmuje ona dwa argumenty - pierwszy to liczba replikacji, drugi to wyrazenie, ktére R ma
ewaluowaé tyle razy, ile wynosi liczba replikacji (w przeciwienistwie do funkcji rep, w ktérej R
ewaluuje wyrazenie jeden raz a nastepnie powtarza jego wartosé).

replicate(liczba_replikacji, {wyrazeniel})

Jak dowiemy sie, czy w poszczegdlnych powtdérzeniach naszego eksperymentu wystapito wiecej
niz 1030 jedynek? Mozemy uzy¢ nastepujacego wyrazenia:

sum (
sample (kostka, size = 6000, replace = T) == 1 # sprawdzamy, gdzie byiy
< jedynki

) > 1030 # obliczamy liczbe warto§ci TRUE i sprawdzamy, czy jest wieksza
» mniz 1030

[1] FALSE

Teraz mozemy to wyrazenie przekaza¢ do funkcji replicate, aby powtérzy¢ nasze doswiad-
czenie 1000 razy.

jedynki <- replicate(1000, # liczba powtdrzen naszego doSwiadczenia
{
sum (
sample (kostka, size = 6000, replace = T) == 1 #
< sprawdzamy, gdzie byty jedynki
) # obliczamy liczbe wartoSci TRUE i sprawdzamy, czy
< Jjest wieksza niz 1030



b

# ~jedynki® sa teraz wektorem o diugosci 1000 z liczba jedynek w
~ poszczegdlnych replikacjach eksperymentu

# ile jest takich eksperymentéw, w ktdérych jedynek jest wiecej niz 1030 i

< Jjaka czeS8C stanowig wszystkich eksperymentow?
length(jedynki[jedynki > 1030]) / length(jedynki)

[1] 0.145

# alternatywnie:
mean (jedynki > 1030)

[1] 0.145

Rzut moneta
Zr6bmy kilka ¢wiczen z prawdopodobienstwa. Rozwazmy dziesieciokrotny rzut symetryczna
moneta. Bedziemy uzywaé rozkladu dwumianowego. Opisuja go dwa parametry - prawdopo-

dobienistwo sukcesu oraz liczba prob:

...binom(..., liczba_prob, prawdopodobienstwo_sukcesu)

W przypadku 10 rzutéw moneta bedziemy wiec korzystaé z funkcji dbinom, pbinom, gbinom i
rbinom z nastepujacymi parametrami:

...binom(..., 10, 0.5)

Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia:

¢ doktadnie 4 ortéw,
dbinom(x=4,

size=10,
prob=0.5)

[1] 0.2050781



# mozemy odpowiedzieé korzystajac z rozkiadu dwumianowego i gestosci
< prawdopodobiefistwa

# mozemy jednak zrobié to za pomoca duzej liczby losowan!

s <- rbinom(size = 10,
n = 10000,
prob = 0.5) # wylosujmy 10 000 wartosci z tego rozktadu

length(s[s==4])/length(s) # sprawdzmy proporcje

[1] 0.2004

# alternatywnie: mean(s == 4)
e co najmniej 4 ortéw.
# jeSli przekazemy funkcji wektor dtuzszy niz jeden, to otrzymamy wektor

~ d¥uzszy niz jeden
# mozemy go potem zsumowac

sum (
dbinom(x=4:10,
size=10,
prob=0.5)
)

[1] 0.828125

# mozemy to samo zrobié z dystrybuanty
pbinom(3, # uwaga! w przypadku rozktadéw dyskretnych musimy uwazaé na
- nierdéwnoSci (czy sg ostre, czy nie)

size=10,

prob = 0.5,

lower.tail = FALSE)

[1] 0.828125
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# albo losujac
s <- rbinom(size = 10,
n = 10000,
prob = 0.5)
length(s[s>=4])/length(s)

(1] 0.8314

Rozktad hipergeometryczny

Zobaczmy, czy poradzimy sobie z kolejnym zdaniem.

Jako szef kampusu masz za zadanie skompletowaé delegacje skladajaca sie z 7 cztonkow orga-
nizacji. Organizacja sklada si¢ z 18 kobiet oraz 15 mezczyzn. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze w losowo wybranej delegacji bedzie wiecej niz 4 mezczyzn?

Zalbézmy, ze nie wiemy, z jakiego rozkladu teoretycznego chcemy skorzysta¢. Mozemy jednak
przyblizy¢ interesujace nas prawdopodobienstwo za pomocsg symulacji. Sprobujmy najpierw

49

“wymodelowa¢” nasza organizacje. Wiemy ze znajduje si¢ tam 15 mezczyzn i 18 kobiet, wiec
stworzmy odpowiadajacy naszej organizacji wektor typu character.

org <- c(rep('M', 15),
rep('K', 18)
) # reprezentujemy nasza organizacje jako wektor

Teraz mozemy przeprowadzi¢ juz symulacje. Pojedyncze powtérzenie eksperymentu wygladaé
bedzie tak:

sample(org, 7, replace = F)

[1] llMll "KH IIMH ||M|| IIM" IIKll IIM"

Sprawdzmy, ile w naszym wylosowanym wektorze mamy mezczyzn:

sum(sample(org, 7, replace = F) == "M")

(1] 4
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Teraz mozemy juz napisa¢ kod przeprowadzajacy symulacje. Skorzystamy ze znanej juz nam
funkcji ‘replicate*.

s <- replicate(10000, # eksperyment powtarzamy 10 000 razy
{
sum(sample(org, 7, replace = F) == "M")
b
)

length(s[s>4])/length(s) # obliczamy proporcje

[1] 0.1338

# mean(s > 4)

Gdybysmy akurat wiedzieli, ze odpowiednim rozktadem jest tutaj rozktad hipergeometryczny,
to mogliby$my uzy¢ odpowiednich funkcji wbhudowanych w R. Zobaczmy jak blisko doktadnego
prawdopodobienistwa interesujacego nas zdarzenia jest nasza estymacja z symulacji.

# rozwigzanie uzywajace rozktadu hipergeometrycznego
sum(dhyper (5: (15+18), 15, 18, 7)) # sumowanie gestosci

[1] 0.1301446

phyper (4,15,18,7, lower.tail = FALSE) # dystrybuanta

[1] 0.1301446

Calkiem niezle!
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