Wielokrotna (wieloraka) regresja liniowa

W tym odcinku kontynuowaé bedziemy nasze przygody z wielokrotna regresja liniowa. Tym
razem wejdziemy troszke glebiej w diagnostyke, zalozenia regresji oraz interpretacje wynikow.
Caly czas korzystaé bedziemy z naszych danych dotyczacych edukacji, ktore Sciagnaé mozna z
platformy. Na poczatek wezytajmy wiec nasze dane i dla przypomnienia wyswietlmy sobie pie¢
pierwszych wierszy. Osoby, ktore nie pamietaja juz czego dane dotyczg proszone sa o zajrzenie
do podrecznika i zajrzenie do notatnika z poprzedniego tygodnia.

library(pander)

library(knitr)

data <- read.table("Tabl5-1.dat", header = T)
kable (head(data))

id State ExpendPTratio Salary PctSATVerbal Math SATcombinledt ACTACTcombidasgPctSAT

1 Alabamal.405  17.2 31.144 8§ 491 538 1029 61 20.2 2.079
2 Alaska 8.963 17.6 47.951 47 445 489 934 32 21.0 3.850
3  Arizona4d.778  19.3 32.175 27 448 496 944 27 21.1 3.296
4 Ark 4.459 171 28.934 6 482 523 1005 66 20.3 1.792
5 Calif 4.992 240 41.078 45 417 485 902 11 21.0 3.807
6 Col 5.443 184 34.571 29 462 518 980 62 21.5 3.367

Tolerancja i VIF

Wspélezynnik inflacji wariancji (Variance Inflation Factor) pozwala nam ocenié, czy predyk-
tory sa wspotliniowe. To, w jaki sposéb ten wspdlczynnik obliczyé nie jest w tej chwili istotne,
potraktujmy go po prostu jako pewna wartosé diagnostyczna. Jezeli miedzy predyktorami w na-
szym modelu zaobserwowaé¢ mozemy duzy stopient wspétliniowosci (powiedzmy, ze VIF > 4),
to wéwczas moze to skutkowaé niestabilnoscig naszego modelu. Tolerancja jest odwrotnoscia
VIF i oblicza si¢ ja 1/VIF. Co do zasady dazymy do tego, aby tolerancja byla jak najwieksza
a VIF jak najmniejszy. Mowi nam to, ze nasz model charakteryzuje wysoka stabilno$é¢ (niski



blad standardowy wspélczynnikéw regresji). W przypadku VIF > 10 (silna wspolliniowosé)
powinnismy dokonaé korekty naszego modelu i usunaé ze zbioru predyktoréw jedna zmienna.

VIF i Tolerancja pozwalaja nam ocenié¢, ktére wybrane przez nas predyktory pokrywaja sig i
w jakim stopniu.

W R VIF i tolerancje obliczy¢ moze np. za pomoca funkcji vif z pakietu car. Stworzmy model,
w ktérym objasniamy SATcombined za pomoca Expend, LogPctSAT oraz PTratio.

library(car)
Loading required package: carData

fit <- 1m(SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio, data = data)
pander (summary (fit))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 1132 39.79 28.45 7.644e-31

Expend 11.67 3.533 3.302 0.001863

LogPctSAT -78.39 4.533 -17.29 9.344e-22
PTratio 0.7442 1.774 0.4194 0.6769

Tabela 1: Fitting linear model: SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 26.01 0.8865 0.8791

Nastepnie obliczymy wspélczynnik inflacji wariancji (VIF).

pander (vif (fit))

Expend LogPctSAT PTratio
1.679 1.473 1.171

Oraz Tolerancje (podzielimy po prostu 1 przez uzyskane przez nas wspélczynniki VIF).



pander (1/vif (fit))

Expend LogPctSAT PTratio
0.5957 0.6787 0.8539

Jak widzimy VIF dla naszych predyktoréw nie jest specjalnie wysoki, co uprawnia nas do
stwierdzenie, ze predyktory nie sg ze soba skorelowane w sposéb zagrazajacy rzetelnosci naszego
modelu.

Standaryzowane wspoétczynniki regresji i ,waznos$¢’’ poszczegélnych predyktoréw

Jednym z istotniejszych pytan, jakie zadaé sobie mozemy przeprowadzajac analize regresji, jest
pytanie o to, ktére z wybranych przez nas predyktoréw sa najwazniejsze. Pytanie to oczywiscie
interpretowa¢ mozna na wiele sposobow.

Btedem byloby tutaj patrzeé¢ po prostu na wspdlczynnik regresji i uznaé, ze te predyktory,
ktore maja wyzszy wspoélczynnik regresji, sa wazniejsze. Jest to niewtasciwe rozumowanie,
poniewaz wspdlczynniki regresji zaleza od tego w jakich jednostkach wyrazone sa wartosci
naszych predyktoréw. Mozemy jednak sobie z tym poradzi¢ standaryzujac zmienne, ktérych
uzywamy w charakterze predyktoréw (przypominam: odejmujemy od wszystkich wartosci éred-
nia i dzielimy wszystkie wartosci przez odchylenie standardowe dzigki czemu nasze zmienne
maja $rednia 0 i odchylenie standardowe 1). Dodatkowo wystardaryzowaé¢ mozemy zmienna
objasniana. Tak wystandaryzowane zmienne poshuzy¢ nam moga do przeprowadzenia regre-
sji.

data$SATcombinedStd <- (data$SATcombined -

< mean(data$SATcombined))/sd(data$SATcombined)

data$ExpendStd <- (data$Expend - mean(data$Expend))/sd(data$Expend)
data$LogPctSATStd <- (data$LogPctSAT -

- mean(data$LogPctSAT))/sd(data$LogPctSAT)

data$PTratioStd <- (data$PTratio - mean(data$PTratio))/sd(data$PTratio)

fit_std <- 1m(SATcombinedStd ~ ExpendStd + LogPctSATStd + PTratioStd, data =
< data)
pander (summary (fit_std))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.519e-16 0.04916 7.157e-15 1




Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

ExpendStd 0.2125 0.06435 3.302 0.001863
LogPctSATStd -1.042 0.06028 -17.29 9.344e-22
PTratioStd 0.02254 0.05375 0.4194 0.6769

Tabela 2: Fitting linear model: SATcombinedStd ~ ExpendStd + LogPctSATStd + PTratioStd

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 0.3476 0.8865 0.8791

Jak widzimy uzyskaliSmy troche inne wspdtczynniki regresji. Tym razem majg one postaé stan-
daryzowanych wspolczynnikéw regresji. Warto zwréci¢é uwage na to, ze wyraz wolny regresji
(intercept) wynosi w tym wypadku 0. Dlaczego? Dlatego, ze wystandaryzowaliSmy zmienna
objasniana. Dodatkowo zmienia si¢ teraz interpretacja wartosci w kolumnie Estimate regresji
- teraz, kiedy mamy tam standaryzowane wspoélczynniki regresji, méwi nam ona, o ile odchylen
standardowych zmienia si¢ nasza zmienna objasniania wraz ze zmiang naszych predyktoréw
rowniez wyrazonej w odchyleniach standardowych. Teraz, kiedy wszystko wyrazone jest juz w
odchyleniach standardowych, mozemy sensownie poréwnywaé predyktory miedzy soba.

Prosze zwréci¢ uwage rowniez na to, ze standaryzacja zmiennych w regresji nie ma wplywu
wartosci statystyki testowej ¢ ani na wartosci p, chociaz oczywiscie ma wplyw na blad stan-
dardowy (bo zmieniliémy jednostkil).

W zdefiniowanym przez nas sensie najwazniejszym predyktorem jest LogPctSAT poniewaz jego
wzrost o jedno odchylenie standardowe skutkuje zmiang w SATcombined wynoszacg —1.042
odchylenia standardowego.

To samo co zrobiliSmy ,na piechote’’ w R mozemy réwniez zrobi¢ za pomoca funkcji 1m.beta
z pakietu lm.beta. Jako argument przekazujemy nasz modela a funkcja ta sama uzupelni go
o standaryzowane wspdtczynniki regresji.

library(lm.beta)
pander (summary (1m.beta(fit)))

Estimate Standardized Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 1132 NA 39.79 28.45 7.644e-31

Expend 11.67 0.2125 3.533 3.302 0.001863

LogPctSAT -78.39 -1.042 4.533 -17.29 9.344e-22
PTratio 0.7442 0.02254 1.774 0.4194 0.6769




Tabela 3: Fitting linear model: SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio

Observations Residual Std. Error R?

Adjusted R?

50 26.01 0.8865

0.8791

Btedy standardowe wspo6tczynnikéw regresji i testy statystyczne dla

wspotczynnikow regresji
Przyjrzyjmy sie ponownie stworzonemu przez nas modelowi.

pander (summary (1m.beta(fit)))

Estimate Standardized Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 1132 NA 39.79 28.45 7.644e-31

Expend 11.67 0.2125 3.533 3.302 0.001863

LogPctSAT -78.39 -1.042 4.533 -17.29 9.344e-22
PTratio 0.7442 0.02254 1.774 0.4194 0.6769

Tabela 4: Fitting linear model: SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio

Observations Residual Std. Error R2

Adjusted R?

50 26.01 0.8865

0.8791

Widzimy, ze w tabeli oprécz Estimate czyli wspélczynnikéw regresji mamy rowniez Std.Error,
t value oraz Pr(>|t|). Jak Panstwo pamietaja Pr(>|t|) méwi nam, czy dany wspotczynnik
regresji rézni sie¢ w statystycznie istotny sposéb od 0. R oblicza go za nas, ale nie jest trudno
przeprowadzié¢ taki test samemu. Std.Error jest bledem standardowym wspdlczynnika kie-
runkowego regresji. Prosze mysle¢ o tej wartosci tak samo, jak mysla Panstwo o bledzie stan-
dardowym Sredniej — jest to (méwiac troche obrazowo) wartosé odchylenia standardowego dla
danej statystyki gdybySmy brali taka sama prébe nieskoniczenie wiele razy i za kazdym razem
obliczali dang statystyke. Z konceptualnego punktu widzenia réznica jest taka, ze w znanym
Panstwu przypadku bylo to odchylenie standardowe érednich z proby, tutaj jest to odchylenie

standardowe wspoélczynnikéw kierunkowych regresji.
Statystyke testowa t obliczy¢ mozemy wedlug wzoru:

L b=h

Sbj



gdzie b; jest wartoscig naszego wspolczynnika kierunkowego regresji, b; jest wartoscia przy
zatozeniu hipotezy zerowej a 5, bledem standardowym. Dla HO : b7 =0 (czyli dla hipotezy
zerowej gloszacej, ze wspdlczynnik kierunkowy regresji wynosi 0 czyli nie ma relacji miedzy
predyktorem a zmienna objasniang) wzor ten ma postac:

Rozklad statystyki testowej t przy zatozeniu hipotezy zerowej ma w tym wypadku N —p —1
stopni swobody gdzie N to liczba obserwacji a p to liczba predyktoréw.

Sprawdzmy to! Wiemy, ze dla zmiennej Expend wspélczynnik kierunkowy wynosi 11.67 a btad
standardowy 3.533. Obliczmy wigc ze statystyke testowa:

tstat = 11.67/3.533
tstat

[1] 3.303142

Teraz mozemy sprawdzi¢ za pomocg funkcji pt jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania takiej
lub bardziej skrajnej wartosci statystyki testowej:

pt(tstat, nrow(data) - 3 - 1, lower.tail = F) * 2 # mnozymy przez dwa bo
< dwustronny test

[1] 0.001855948

Jak widzimy nasz wynik zgadza sie z tym, ktéry obliczyl dla nas R. UzyskaliSmy wartos$¢ p
mniejsza niz 0.05, co uprawnia nas (przy zalozonym poziomie istotnosci statystycznej o = 0.05)
do odrzucenia hipotezy zerowej.

Zatozenia regresji liniowej

Przy omawianych testach ¢ i F' zaktadamy, ze dla danych wartosci predyktoréw zmienna obja-
$niana Y ma rozktad normalny wokoét wartoéci przewidywanej przez model. Mowimy wéwczas
o normalnosci bledéw modelu. Same predyktory nie musza mie¢ rozkladu normalnego — nie-
zaleznie od tego, czy je losujemy, czy ustalamy w eksperymencie.

W praktyce jednak nawet dos¢ spore odchylenia od tego zalozenia nie wplywaja negatywnie na
poziom btedu I rodzaju dla przeprowadzanych przez nas testow statystycznych. Warto jednak
o tym pamietad!



Wspotczynnik R? i testy statystyczne

O R? méwiliémy juz sporo w poprzednich czeéciach kursu, dlatego odsytam do materialéw
sprzed tygodnia i dwoch. Teraz jednak ponownie przyjrzyjmy sie stworzonemu przez nas mo-
delowi.

pander (summary (1lm.beta(fit)))

Estimate Standardized Std. Error t value Pr(>[t])

(Intercept) 1132 NA 39.79 28.45 7.644e-31

Expend 11.67 0.2125 3.533 3.302 0.001863

LogPctSAT -78.39 -1.042 4.533 -17.29 9.344e-22
PTratio 0.7442 0.02254 1.774 0.4194 0.6769

Tabela 5: Fitting linear model: SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 26.01 0.8865 0.8791

Widzimy, ze R podaje nam dwie wartosci statystyki R? - zwyklad oraz ,adjusted’’. Wynika
to z tego, ze R? nie jest nieobciazonym estymatorem odpowiedniego parametru w populacji.
Wersje nieobcigzong tego wspotczynnika oblicza sie wedlug wzoru:

o _q_ (1=RH(N-1)
Raqj =1 N—-p—1

gdzie N to liczba obserwacji a p to liczba predyktoréw. Z jakiego$ powodu jednak w artykutach
naukowych warto$¢ ta pojawia sie dosé rzadko (tutaj zgadzam sie z Howellem).

Mozemy takze przeprowadzié test statystyczny dla uzyskanego przez nas wspélczynnika R2.
R robi to za nas i mozemy to zobaczy¢ jesli wy$wietlimy sobie pelne summary naszego modelu
(pakiet pander troche ucina, niestety).

summary (fit)

Call:
Im(formula = SATcombined ~ Expend + LogPctSAT + PTratio, data = data)



Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-60.153 -14.430 -2.416 18.020 56.068

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt])
(Intercept) 1131.9823 39.7887 28.450 < 2e-16 *x*x

Expend 11.6651 3.5329 3.302 0.00186 *x*
LogPctSAT -78.3910 4.5332 -17.293 < 2e-16 *xx

PTratio 0.7442 1.7743 0.419 0.67687

Signif. codes: O 'x*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 26.01 on 46 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8865, Adjusted R-squared: 0.8791
F-statistic: 119.8 on 3 and 46 DF, p-value: < 2.2e-16

Nasza hipoteza zerowa glosi w tym przypadku, ze H, : R? = 0 (w tym wypadku R? odnosi si¢
do tego wspodlczynnika w populacji). Odpowiednia statystyke testowa obliczyé mozemy wedlug
wzoru:

(N—p—1)R?

p(1—R?)
I (przy zalozeniu H,) ma ona rozklad F' o pi N —p — 1 stopniach swobody. Warto tutaj
zauwazy¢, ze statystyczna istotnosé testu zalezy tu nie wylacznie od uzyskanego w probie R?

oraz liczebnosci proby, ale takze od liczby predyktoréw! Im mamy ich wiecej, tym trudniej
uzyskaé¢ nam statystycznie istotny wynik.

F=

Zobaczmy, czy uda nam si¢ uzyskaé taki sam wynik jak wyliczyl nam R.

fstat <- ((nrow(data) - 3 - 1) * 0.8865) / (3 * (1 - 0.8865))
fstat

[1] 119.7621

I teraz sprawdzmy istotnos¢ statystyczna dla obliczonej statystyki testowej F' :
pf(fstat, 3, nrow(data) - 3 - 1, lower.tail = F)

[1] 9.554259e-22

UzyskaliSmy wynik mniejszy niz 0.05, co daje nam podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej.



Wielko$¢ prébki

Jak duza powinniSmy mie¢ probe, kiedy w naszym badaniu chcemy zastosowaé regresje liniowa?
Odpowiedz na to pytanie nie jest jednoznaczna, ale w literaturze proponuje sie kilka ,regut
kciuka’’, ktére mogg utatwié¢ podjecie decyzji o planowanej liczebnosci proby.

e co najmniej 10 obserwacji dla kazdego predyktora (N > 10p)
o liczba obserwacji powinna przekraczaé liczbe predyktoréw o przynajmniej 50 (N > p+50)

Mozemy réwniez zastosowaé inne podejscie i rozwazy¢ to od strony mocy statystycznej.

(Howell odwoluje sie w podreczniku do ksiazki Cohena, Cohen Westa i Aikena, ale nie bylem
w stanie znalez¢ podanych przez Howella liczb i mam podejrzenie, ze je zmy$lil. Znalaztem
jednak inne przyktady w tej ksiazce, ktére umiem zreplikowaé w R. Jezeli kto$ wie skad Howell
wzial te liczby, to bedzie zwolniony z jednej pracy domowej)

Jak duzej potrzebujemy préby, aby mie¢ 80% szans na wykryce prawdziwego R? wynoszacego
0.2 przy trzech predyktorach? Odpowiedz na to pytanie da nam analiza mocy statystyczne;j.
W R mozemy to zrobi¢ za pomoca dostepnej w pakiecie pwr funkcji pwr.£f2.test. Funkcja ta
przyjmuje szereg argumentow, ale trzy z nich moga by¢ na pierwszy rzut oka mylace.

e u - liczba stopni swobody w liczniku, to jest liczba predyktoréw, ktére planujemy

o v- liczba stopni swobody w mianowniku, to jest nasze N —p—1 (prosze spojrze¢ na wzor
na statystyke testowa F)

o £2 - to jest wielkosc¢ efektu, ktéra oblicza sie wedlug wzoru % (znéw, prosze spojrzeé
na wzor)

Teraz, kiedy juz wiemy co oznaczaja poszczegllne argumenty tej funkcji, mozemy z niej sko-
rzysta¢. Musimy dokladnie jeden argument tej funkcji pozostawi¢ pustym, my chcemy sie
dowiedzie¢ czego$ o wielkosci préby, wiec pustym pozostawiamy v.

library (pwr)
pwr.f2.test(u = 3, v = NULL, f2 = 0.2/ (1 -0.2), power = 0.8, sig.level =
< 0.05)

Multiple regression power calculation

u=3
v = 43.70444
£f2 = 0.25
sig.level = 0.05
power = 0.8



OtrzymaliSmy v wynoszace 44 (po zaokragleniu do géry) co pozwala nam latwo obliczyé nie-
zbedna liczebnosé préby: 44 + 3 + 1 = 48.

W jaki sposéb liczba predyktoréw w naszym modelu wplywa na moc testu? Rozwazmy dwa
identyczne przypadki. Interesuje nas wykryce z prawdopodobienistwiem 0.8 ,,prawdziwego’’ R?
wynoszacego przynajmniej 0.09. Ile obserwacji potrzebujemy dla jednego predyktora?

pwr.f2.test(u = 1, v = NULL, £2 = (0.3)**2/ (1 -(0.3**2)), power = 0.8,
0.05)

~ sig.level

Multiple regression power calculation

u=1
v = 79.3268
£f2 = 0.0989011
sig.level = 0.05
power = 0.8

80 4+ 1 + 1 czyli 82. Czy liczebnoé¢ wzrosnie, kiedy zatozymy, ze bedziemy mieé nie jeden ale
pieé¢ predyktorow?

pwr.f2.test(u = 5, v = NULL, f2 = (0.3)**2/ (1 -(0.3%*2)), power = 0.8,
» sig.level = 0.05)

Multiple regression power calculation

u=>5
v = 129.3443
f2 = 0.0989011
sig.level = 0.05
power = 0.8

Jak widzimy teraz potrzebujemy 130 4 5+ 1 czyli 136 obserwacji. Widzimy wiec, ze im wiecej
predyktoréw, tym wigkszej préby potrzebujemy, zeby zachowaé¢ taka sama moc. W przypadku
regresji najlepsza ,regula kciuka’’ jest jednak ,,im wiecej, tym lepiej’’ (ale tez bez przesady!).

Czastkowa i potfczastkowa korelacja

Korelacja czastkowa to korelacja miedzy dwiema zmiennymi (X i V) przy usunietym wplywie
jednej lub wiekszej liczby zmiennych (Z). Jest to wspélezynnik korelacji Pearsona pomiedzy
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sktadnikami resztowymi (resztami) X, . i Y, ., z modeli regresji liniowej prognozujacych od-

powiednio X za pomoca Z oraz Y za pomoca Z.

Prosze zwréci¢ uwage, ze robiliSmy juz to (obliczaliémy korelacje miedzy resztami) w poprzed-
nim notatniku, kiedy zajmowaliSémy sie podstawami wielokrotnej regresji, dlatego nie bede
powtarzal tutaj kodu i odsytam do poprzedniego notatnika. Korelacja czastkowa jest o tyle
przydatna, ze pozwala nam np. stwierdzi¢, czy, ,oczyszczajac’’ nasze obserwacje z wplywu
jakiejs trzeciej zmiennej, zachodzi relacja miedzy dwiema zmiennymi.

Na poczatek przypomnijmy sobie jak wygladatl model z dwiema zmiennymi:

pander (summary (1lm(SATcombined ~ Expend + LogPctSAT, data = data)))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 1147 16.7 68.68 8.447¢-49
Expend 11.13 3.264 3.409 0.001346
LogPctSAT -78.2 4.471 -17.49 3.292e-22

Tabela 6: Fitting linear model: SATcombined ~ Expend + LogPctSAT

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 25.78 0.8861 0.8813

W R mozemy tatwo obliczy¢ korelacje czastkowa (i od razu przeprowadzi¢ test!) za pomoca
funkcji pcor.test z pakietu ppcor (w kolumnie estimate znajdziemy wspélezynnik korela-

cji):

library(ppcor)
pcor.test(data$SATcombined, data$Expend, data$LogPctSAT)

estimate p.value statistic n gp Method
1 0.4452659 0.00134635 3.409197 50 1 pearson

Widzimy, ze korelacja miedzy SATcombined a Expand jest statystycznie istotna przy usunietym
wplywie LogPctSAT. Mozemy to réwniez obliczy¢ w druga strone:

pcor.test(data$SATcombined, data$LogPctSAT, data$Expend)

estimate p.value statistic n gp Method
1 -0.9310325 3.292077e-22 -17.49027 50 1 pearson
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Roéwniez uzyskalidmy statystycznie istotny wynik, ale wspélczynnik korelacji jest znacznie
WYZSZy.

Innym typem korelacji jest korelacja semiczastkowa. Najwieksza réznica miedzy korelacjg czast-
kowa a semiczastkowa jest to, ze w przypadku tej pierwszej usuwamy wplyw trzeciej zmiennej
zaréowno z predyktora jak i zmiennej objasnianej, podczas gry w przypadku tej drugiej jedynie
z predyktora.

Jezeli wiec obliczymy korelacje semiczestkows miedzy SATcombined i Expend kontrolujac
LogPctSAT, to jest to korelacja miedzy SATcombined a ta cze$cig Expend, ktéra jest niezalezna
od LogPctSAT.

spcor.test(data$SATcombined, data$Expend, data$LogPctSAT)

estimate p.value statistic n gp Method
1 0.1678232 0.2490611 1.167091 50 1 pearson

W jaki sposéb interpretowac wielkosé tych wspotezynnikow? W przypadku czastkowej korelacji,
jezeli podniesiemy do kwadratu wspotczynnik 7, to uzyskamy:

pcor.test(data$SATcombined, data$Expend, data$LogPctSAT)$estimate **2

[1] 0.1982617

Oznacza to, ze 20% zmienno$ci w wynikach SAT, ktérej nie da sie wyjasni¢ za pomocy lo-
garytmu z odsetka os6b podchodzacych do testéw w danym stanie (LogPctSAT), moze by¢
wyjasniona przez te czes¢ nakladéw finansowych na edukacje (Expend), ktorej nie da si¢ wyja-
$ni¢ za pomocy logarytmu z odsetka 0s6” podchodzacych do testéw w danym stanie.

Warto zwréci¢ uwage, ze w kontekscie modelu liniowego, test istotnosci statystycznej dla ko-
relacji czastkowej daja taki sam wynik, jak testy dla wspotczynnikéw regresji. Jest to nieprzy-
padkowe, jezeli przypomnimy sobie poprzedni notatnik w ktérym wtasnie uzywajac procedury
obliczania korelacji czastkowej ttumaczyliSmy sobie jak dziata wielokrotna regresja!

Poréwnywanie modeli

Jednym z najczesciej przydarzajacych sie probleméw zwiazanych z analiza regresji jest to,
ktory z alternatywnych modeli powinniSmy wybraé. Mozemy na przyklad mie¢ dwie teorie
ktore maja odmienne predykcje dotyczace tego, ktére zmienne beda odpowiada¢ za zmienna
objaéniana. Mozemy oczywiscie po prostu poréwnywaé R? obu modelu, ale wiemy, ze co do
zasady zwigkszenie liczby predyktoréow zwiekszy réwniez dopasowanie modelu.

Rozwazmy ten problem w dwdch sytuacjach. Pierwsza z nich to sytuacja, w ktérej mamy dwa
modele, ale zbiér predyktoréw jednego z nich zawiera sie¢ w zbiorze predyktoréw drugie. Taka
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sytuacje nazywaé bedziemy modelami zagniezdzonymi. Druga mozliwoéc jest taka, ze zbidr
predyktoréw jednego nie zawiera sie w zbiorze predyktoréw drugiego.

Modele zagniezdzone (hierarchiczne)

W tym wypadku sytuacja jest relatywnie prosta. Rozwazmy dwa modele. W pierwszym z
nich w zbiorze predyktoréw uwzglednimy zmienne Salary, PTratio, LogPctSAT oraz Expend.
W drugim za$ bedziemy mieli tylko LogPctSAT oraz Expend. Jak widzimy zbiér predyktoréow
drugiego modelu zawiera sie w zbiorze predyktoréw pierwszego, wiec mamy do czynienia z
zagniezdzonymi modelami.

Pierwszy z nich wyglada tak:

fitl <- 1m(SATcombined ~ Salary + PTratio + LogPctSAT + Expend, data = data)
pander (summary (£fit1))

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])

(Intercept) 1144 42.39 26.99 1.956e-29
Salary 1.622 1.893 0.8569 0.396
PTratio -0.7883 2.523 -0.3125 0.7561

LogPctSAT -79.77 4.823 -16.54 9.521e-21
Expend 5.133 8.406 0.6106 0.5446

Tabela 7: Fitting linear model: SATcombined ~ Salary 4+ PTratio + LogPctSAT + Expend

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 26.09 0.8884 0.8784

Drugi zas tak:

fit2 <- 1Im(SATcombined ~ LogPctSAT + Expend, data = data)

pander (summary (£it2))
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1147 16.7 68.68 8.447Te-49
LogPctSAT -78.2 4.471 -17.49 3.292e-22
Expend 11.13 3.264 3.409 0.001346
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Tabela 8: Fitting linear model: SATcombined ~ LogPctSAT + Expend

Observations Residual Std. Error R? Adjusted R?
50 25.78 0.8861 0.8813

Widzimy, ze pierwszy z nich ma wyzszy wspétczynnik R?. Czy jednak réznica ta jest statystycz-
nie istotna? Pominiemy tutaj (do$c wyjatkowo jak na dzisiejszy notebook) przeprowadzanie
odpowiedniego testu na piechote i skorzystamy z funkcji anova pochodzacej z biblioteki stan-
dardowej. Jako argumenty przyjmuje ona jeden lub wiecej obiektéw z modelami.

anova(fitl, fit2)

Analysis of Variance Table

Model 1: SATcombined ~ Salary + PTratio + LogPctSAT + Expend
Model 2: SATcombined ~ LogPctSAT + Expend

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(OF)
1 45 30623
2 47 31242 -2 -618.72 0.4546 0.6376

Widzimy, Zze otrzymana przez nas warto$¢ p nie przekroczyla progu statystycznej istotnosci.
Oznacza to, ze w tym wypadku dodanie dodatkowych predyktoréw nie zwiekszylo istotnie
dopasowania naszego modelu.

Kryterium informacyjne Akaikego (AIC, Aikake’s Information Criterion)

Co jednak zrobi¢, kiedy nie mamy do czynienia z modelami zagniezdzonymi? Tutaj z pomoca
przychodza inne techniki poréwnywania ze soba modeli. Jednym z narzedzi, ktérego mozemy
uzy¢ jest kryterium informacyjne Akaikego. Rozwazmy sytuacje, w ktérej mamy dwa modele
- rézmiace sie tym, czy uzyliSmy zmiennej LogPctSAT czy PctSAT (logarytm z odsetka czy sam
odsetek).

Mozemy obliczy¢ wartosé AIC za pomoca funkcji AIC.

fitl <- 1Im(SATcombined ~ LogPctSAT + Expend, data = data)
fit2 <- 1m(SATcombined ~ PctSAT + Expend, data = data)

pander (AIC(fitl, fit2))
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df AIC

fitl 4 471.8
fit2 4 494.8

Im mniejsza wartosé AIC tym lepiej. Widzimy, ze w naszym wypadku wersja z LogPctSAT ma
mniejszy AIC niz wersja z PctSAT, co daje nam powody sadzié, ze to wlasnie ten model jest
lepiej dopasowany.

(Jezeli kto$ odkryje dlaczego SPSS Howella zwraca inna wartosé niz R, to réwniez ma odpusz-
czona prace domowa,).
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