Korelacja. Regresja

W tej czesci kursu bedziemy zajmowacé sie korelacjg oraz regresja. Na poczatek kilka uwag
wstepnych. W statystyce zasadniczo odréznia sie¢ te dwa pojecia na poziomie konceptualnym.
Rozréznienie to nie jest konsekwentnie przez wszystkich stosowane, warto jednak je znaé (dla
spokoju duchal).

Regresja - metoda pozwalajaca na zbadanie zwiazku pomigedzy zmiennymi i wykorzystanie
tej wiedzy do przewidywania nieznanych wartoéci jednych wielkosci na podstawie znajomosci
wartoéci innych. Poszukuje sie zwazku miedzy jedna (lub wiecej) zmienna objasniajaca lub
niezalezna X a zmienng objasniang lub zalezna Y.

W regresji zmienna X (objasniajaca) jest w pelni kontrolowana przez eksperymentatora i
pozbawiona elementu losowosci.

W korelacji obie zmienne sa zmiennymi losowymi.

W praktyce, tak jak wspomnieliémy, réznica ta jest troche zatarta, ale warto o niej pamietac.

Wykres punktowy (scatterplot)

Na poczatek przyjrzyjmy sie sposobowi wizualizacji relacji miedzy dwiema zmiennymi. Nie
zdziwi Panstwa informacja, ze znany i (przynajmniej przez niektérych) lubiany wykres punk-
towy (zwany takze wykresem rozrzutu) $wietnie nadaje sie¢ do ilustrowania tego typu danych.
Przypomnijmy wiec sobie, w jaki sposéb w R mozemy narysowaé¢ wykres punktowy.

Podstawy

Domysélnie, jezeli wywotamy funkcje plot i przekazemy jej jako argumenty dwa wektory typu
numeric, to R narysuje wykres punktowy. W tym przypadku reprodukujemy wykresy znaj-
dujace si¢ w rozdziale 9 podrecznika Howella. Kazdy z punktéw na wykresie reprezentuje
jeden kraj. Pierwszy wykres przedstawia relacje miedzy liczba lekarzy (zmienna objasniajaca)
a $miertelnoscia noworodkéw (zmienna objasniana), drugi miedzy wydatkami na stuzbe zdro-
wia (zmienna objasniajaca) a oczekiwang dlugoscia zycia (zmienna objasniana), trzeci za$



miedzy promieniowaniem stonecznym (zmienna objasniajaca) a zachorowaniem na nowotwory

(zmienna objasniana).

par (mfrow = c(1,3))
dl <- read.table('Fig9-la.dat', header = TRUE)
plot(di$Physicians, d1$InfMort)
d2 <- read.table('Fig9-1b.dat', header = TRUE)
plot (d2$Expend, d2$LifeExp)
d3 <- read.table('Fig9-1c.dat', header = TRUE)
plot(d3$Radiation, d3$Cancer)
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Dlaczego zawsze nalezy wizualizowa¢ dane? Datasaurus

Datasaurus (czyli dinozaur ulozony z punkéw stworzony przez badaczy z firmy Autocad; wiecej
informacji na: https://www.autodeskresearch.com/publications/samestats) jest dowodem na
to, ze zawsze powinnidmy wizualizowaé nasze dane przed przeprowadzeniem analiz statystycz-
nych. Ponizej znajduje sie ilustracja 13 rozktadéw, ktore maja takie same: - §rednie X - rednie
Y - odchylenie standardowe X - odchylenie standardowe Y - wspélczynnik korelacji miedzy X
a Y - wspélczynnik kowariancji miedzy X a Y

A mimo to sa diametralnie réznymi rozktadami! Gdybysmy patrzyli wyltacznie na gote staty-
styki liczbowe, to nigdy by$my nie zobaczyli, ze te zbiory danych sa diametralnie rézne.

Oto wykresy:



options(repr.plot.width=15, repr.plot.height=15)

library(ggplot2)

ggplot(data = datasauRus::datasaurus_dozen) +
geom_point(aes(x = x, y = y)) +
facet_wrap(~dataset, ncol=4)
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A tutaj znajda Panstwo statystyki deskryptywne!



library(dplyr)
group_by(datasauRus: :datasaurus_dozen, dataset) %>/
summarise (

"Korelacja" = cor(x, y),
"Kowariancja" = cov(x, y),

"Srednia X" = mean(x),

"Srednia Y" = mean(y),

"Odchylenie standardowe X" = sd(x),
"Odchylenie standardowe Y" = sd(y),

# A tibble: 13 x 7
dataset Korelacja Kowariancja “Srednia X~ “Srednia Y  Odchylenie
~ standardo~1

<chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
o <dbl>

1 away -0.0641 -29.0 54.3 47.8
-~ 16.8

2 bullseye -0.0686 -31.0 54.3 47.8
- 16.8

3 circle -0.0683 -30.8 54.3 47.8
- 16.8

4 dino -0.0645 -29.1 54.3 47.8
-~ 16.8

5 dots -0.0603 -27.2 54.3 47.8
- 16.8

6 h_lines -0.0617 -27.9 54.3 47.8
-~ 16.8

7 high_li~ -0.0685 -30.9 54.3 47.8
- 16.8

8 slant_d~ -0.0690 -31.2 54.3 47.8
-~ 16.8

9 slant_up -0.0686 -31.0 54.3 47.8
-~ 16.8

10 star -0.0630 -28.4 54.3 47.8
-~ 16.8

11 v_lines -0.0694 -31.4 54.3 47.8
- 16.8

12 wide_li~ -0.0666 -30.1 54.3 47.8
-~ 16.8

13 x_shape -0.0656 -29.6 54.3 47.8
-~ 16.8



# i abbreviated name: 1: “Odchylenie standardowe X~
# i 1 more variable: “Odchylenie standardowe Y~ <dbl>

Regresja liniowa
Regresje przeprowadzamy w R za pomoca funkcji 1m. Funkcja ta zwraca obiekt, ktérego me-
toda print wyswietla wyraz wolny regresji, wspétczynnik kierunkowy oraz informacje o wywo-

taniu funkcji. Jezeli chcemy sie dowiedzieé czegos$ wiecej, musimy obiekt ten przekazaé funkcji
summary.

Wywotanie funkcji 1m

Wywotanie funkcji 1m na danych zwraca nam obiekt klasy 1m. Mozemy fo przypisa¢ do zmiennej
(czesto spotykana w R konwencja jest nazwa fit dla modelu) albo po prostu wyswietlié.

# Wywotanie funkcji "Im~ zwraca nam odpowiednio dopasowany model.

1m(d1$Physicians ~ d1$InfMort)

Call:
Im(formula = d1$Physicians ~ d1$InfMort)

Coefficients:
(Intercept)  di$InfMort
15.0346 0.4868

Wywotanie funkcji summary na obiekcie zwracanym przez 1m

Tak, jak powiedzieliémy sobie wczesniej, funkcja summary wywotana na obiekcie zwrdconym
przez funkcje 1m pozwala nam sie dowiedzie¢ wiecej o stworzonym przez nas modelu. W szcze-
gblnosci zas pozwala nam poznaé rézne jego parametry oraz przeprowadza szereg testéw staty-
stycznych (na istotno$é poszczegdlnych wspélezynnikéw w regresji oraz na dopasowanie calego
modelu).

summary (1lm(d1$Physicians ~ d1$InfMort))

Call:
Im(formula = d1$Physicians ~ d1$InfMort)



Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.3176 -0.6836 -0.2450 0.9065 2.1561

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>lt])
(Intercept) 15.03459 0.29866 50.340 < 2e-16 **x
d1$InfMort 0.48681 0.07072 6.884 3.68e-06 x*x**

Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 1.264 on 16 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7476, Adjusted R-squared: 0.7318
F-statistic: 47.39 on 1 and 16 DF, p-value: 3.675e-06

Dodawanie linii regresji

Mogliby$my recznie ,wydoby¢’’ wartosci niezbedne do dodania linii regresji (sa w koncu dru-
kowane przez R!), ale mozemy skorzystaé z faktu, ze nasz model stworzony za pomoca funkcji
1m mozemy bezposrednio przekazaé¢ jako argument do funkcji abline. Funkcja ta zas automa-
tycznie dorysuje do istniejacego wykresu linie regresji. Nalezy jednak pamiegtaé¢ o tym, zeby
tworzac wykres punktowy uzywaé sktadni formuly (z ~). Na chwile obecna nalezy pamietad,
ze formuty wygladaja mniej wiecej tak: Y ~ X.

# Ustawiamy parametry graficzne R tak, aby narysowaé trdéjpanelowy wykres

par (mfrow = c(1,3))

# Tworzymy pierwszy wykres za pomocg sktadni formuty (tzn. sktadni z tylda: Y
s~ X)

plot(d1$Physicians ~ d1$InfMort)

# Przypisujemy model do zmiennej “fit~

fit <- Im(d1$Physicians ~ d1$InfMort)

# Model mozna przekazal jako argument dla funkcji “abline” i ona bedzie

« wiedziata, co i gdzie narysowac

abline(fit)

# Pozostate dwa przypadki analogicznie
plot(d2$LifeExp ~ d2$Expend)
abline(1m(d2$LifeExp ~ d2$Expend))
plot(d3$Radiation ~ d3$Cancer)
abline(1m(d3$Radiation ~ d3$Cancer))
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Kowariancja i wspoétczynnik korelacji r Pearsona

Kowariancja

Wzér na wspotczynnik kowariancji miedzy dwiema zmiennymi wyglada nastepujaco:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

e bardzo podobna do wariancji (gdyby za Y podstawi¢ X bylby to wzér na wariancje)

e miara wspolzmiennosci dwoch zmiennych

o jezeli duzym X (w sensie odlegloéci od $redniej) towarzysza duze Y, to kowariancja
bedzie wysoka i dodatnia, jesli mate Y to bedzie ujemna, jesli raz takie, a raz takie (brak
korelacji) to beda sie znosi¢ a kowariancja bedzie wynosié¢ okoto 0

Korelacja

Problem z kowariancja jest taki, ze jej wielkos¢ zalezy od tego, jakie jednostki maja nasze
zmienne oraz w szczegolnosci od tego, jakie maja odchylenie standardowe. Moze to utrudnié
poréwnania i interpretacje takiej wartoéci. Obliczenie wspotczynnika korelacji jest sposobem
na poradzenie sobie z tym problem. Mozna o nim myéleé¢ jako o “wystandaryzowanym” wspot-
czynniku kowiariancji. Wzér na korelacje w populacji (p) wyglada tak:

_ Cov(X,Y)
P VVar(X)Var(Y)




o przyjmuje wartodci z przedziatu [—1, 1]
e jest miara liniowej zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi X i Y
o jezeli dysponujemy préba, to mozemy wyliczy¢ wspdlczynnik korelacji Pearsona (r):

Y (X - X)) -Y)

albo prosciej:

covyy

S48y

¢ na podstawie jego wartosci mozemy oceni¢ site zwiazku prostoliniowego miedzy cechami
XaY:

Sprébujmy sprawdzié teraz, czy R oblicza oba wspélczynniki zgodnie ze wzorami! Zaczniemy
od kowariancji:

print ('Kowariancja')
[1] "Kowariancja"

sum((d1$Physicians - mean(d1$Physicians)) * (d1$InfMort - mean(d1$InfMort)))/
(nrow(d1)-1) # wzdr kowariancji wpisany recznie

[1] 9.14598
cov(d1$Physicians, d1$InfMort) # funkcja wbudowana w R

[1] 9.14598

A teraz sprawdzimy to samo dla korelacji:

print('Korelacja')

[1] "Korelacja"

cor(d1$Physicians, di1$InfMort) # funkcja wbudowana w R

[1] 0.8646336



(sum((d1$Physicians - mean(d1$Physicians))*(d1$InfMort - mean(d1$InfMort)))/
(nrow(d1)-1))/(sd(d1$Physicians)*sd(d1$InfMort))

[1] 0.8646336

Interpretacja wartosci r

Interpretujac wspélczynnik korelacji Pearsona musimy pamietaé¢, ze wladciwa interpretacja
bedzie zaleze¢ od tego, w jakiej dziedzinie sie aktualnie znajdujemy. Dla fizyka inny wspot-
czynnik korelacji bedzie uznany za “duzy” niz dla psychologa spotecznego. Ponizej znajduja
sie jednak pewne “zasady kciuka” dotyczace interpretacji wspdétczynnika r w naukach psycho-
logicznych:

e 17 =0 - wspolzaleznos¢ nie wystepuje, brak korelacji, zmienne sg nieskorelowane
e 0<|r|<0.3- slaby stopieri wspolzaleznosei

e 0.3 <|7|< 0.5 - éredni stopien wspdlzaleznosci

e 0.5 <|r|< 0.7 - znaczny stopienn wspodlzaleznosci

e 0.7 <|7]< 0.9 - wysoki stopieri wspélzaleznosci

e | 71> 0.9 - bardzo wysoki stopienn wspé6izaleznosci

o | r|=1 - wspdlzaleznosé calkowita (Scistosé)

Macierze korelacyjne - wizualizacje

Czasami mamy do czynienia z wiecej niz dwiema zmiennymi. W takim przypadkach zdarza
sie, ze chcielibyémy zbadaé korelacje miedzy wszystkimi kombinacjami dwoch zmiennych jed-
noczesnie. W tym celu mozemy stworzy¢ macierz korelacyjna (tak samo tworzy sie macierz
kowariancji - przyda si¢ Panistwu na Statystyce II przy PCA). Tutaj zrobimy to (moze nieco
nudno) na losowych danych pochodzacych z rozkladu normalnego.

# Wylosujemy 350 obserwacji z rozkladu normalnego a nastepnie podzielimy je
» mna 10 kolumn

# W ten sposdéb zasymulujemy sytuacje zbioru danych z 10 zmiennymi

m <- matrix(rnorm(350), 35, 10)

# Przeksztatcamy macierz w ramke danych

m <- as.data.frame(m)

# Tworzymy macierz korelacyjng, dla kowariancji bedzie to “cov’

cor (m)

Vi V2 V3 va V5 V6
Vi 1.00000000 -0.30722819 0.17620959 -0.06282882 -0.01272841 0.27934814
V2 -0.30722819 1.00000000 -0.03765733 0.01843325 0.09696172 -0.01376366



V3 0.17620959 -0.03765733 1.00000000 0.09256867 0.14855978 -0.07264537
V4 -0.06282882 0.01843325 0.09256867 1.00000000 0.09790751 -0.01682502
V5 -0.01272841 0.09696172 0.14855978 0.09790751 1.00000000 -0.20825088
V6  0.27934814 -0.01376366 -0.07264537 -0.01682502 -0.20825088 1.00000000
V7 -0.29043662 0.08352219 -0.22186139 0.22542149 -0.21200592 0.04053582
V8 -0.15616629 -0.05857142 -0.03973281 0.12350003 0.29865071 -0.25203337
VO  0.20511762 -0.33263324 0.22382153 0.07963568 0.08871653 0.17476783
V10 -0.28076740 -0.36320330 -0.11987723 0.25009461 0.21907761 -0.21980305

V7 V8 V9 V10
Vi -0.29043662 -0.15616629 0.20511762 -0.2807674
V2  0.08352219 -0.05857142 -0.33263324 -0.3632033
V3 -0.22186139 -0.03973281 0.22382153 -0.1198772
V4  0.22542149 0.12350003 0.07963568 0.2500946
V56 -0.21200592 0.29865071 0.08871653 0.2190776
V6  0.04053582 -0.25203337 0.17476783 -0.2198031
V7 1.00000000 -0.04848030 -0.28968233 0.1961338
V8 -0.04848030 1.00000000 -0.12106225 0.1706965
V9 -0.28968233 -0.12105225 1.00000000 0.1041229
V10 0.19613380 0.17069655 0.10412288 1.0000000

Jednym ze sposobéw wizualizacji takich danych jest “mapa cieplna”, w ktérej intensywnosé
koloru (albo jaki$ jego inny parametr) oznacza sile korelacji (tutaj - im jasniejszy tym wyzszy
wspolezynnik korelacji, im ciemniejszy tym nizszy).

library('viridis')

Loading required package: viridisLite

heatmap(cor(m), symm = TRUE, Rowv = NA, col=viridis(256))
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Wersja podstawowa produkowana przez funkcje heatmap wyglada w tym przypadku tak.

heatmap(cor(m)) # wersja z klastrami, ale one nam s3 niepotrzebne
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V10
V7
_|: V2

V6
V1
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Pewna ciekawg odmiang mapy cieplnej jest wykres z elipsami, na ktérym widaé site (jak bardzo
splaszczona jest elipsa) oraz kierunek (w ktéra strone ,kopnieta’’ jest elipsa) korelacji miedzy
zmiennymi.
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library(ellipse)

Attaching package: 'ellipse'

The following object is masked from 'package:graphics':
pairs

# “type® mdéwi o tym, czy chcemy umieszczaé na wykresie cata macierz czy tylko
< Jjej czesc

# “diag” mdwi, czy rysowal przekatng (na przekatnej r = 1, wiec nie jest za
< bardzo ciekawa...)

plotcorr(cor(m), type = 'lower',
diag = TRUE)
o

ANMTOON0O
>>>>>>>>>>

vi /

V2 Q/

V3 00O/

V4 000/

V5 0000/

Ve QOO0

L NON 000001074
V1o QQOOO0O000./

W przypadku wylosowanych obserwacji moze by¢ trudno zrozumieé, jak dziata¢ maja rysowane
prez plotcorr elipsy. By¢ moze lepiej wida¢ to na znanym Panstwu juz zbiorze dotyczacym
irysow (iris).

plotcorr(cor(iris[,1:4]), type = 'lower', diag = TRUE)
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Ostatnim sposobem generowania tadnie wygladajacych wizualizacji korelacji miedzy wieloma
zmiennymi, ktéry oméwimy, sa funkcje corrplot i corrplot.mixed z pakietu (!) corrplot.
Funkcje ta ma bardzo wiele mozliwosci dostosowania wygladu wykresu - zachecam do samo-
dzielnej eksploracji!
library(corrplot)

corrplot 0.95 loaded

corrplot.mixed(cor(iris[,1:4]),

lower = "ellipse",
upper = "number")
1
0.8
Sepal.Length 0.87 0.82
0.6
0.4
Sepal.Width 0.2
+ 0
Jetal.Length  0.96 0.2
-0.4
0.6

Petal.Width 08
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Gra - zgadnij korelacje

Jesli bedziemy w przysztosci pracowaé z danymi, to warto naby¢ pewna intuicje dotyczaca tego,
jaki wizualny “rozrzut” punktéw odpowiada jakiemu wspotczynnikowi korelacji. Dobrym ¢wi-
czeniem jest dostepna tutaj gra, w ktérej mozemy przetestowac i “poprawié¢” swoja intuicje.

http://guessthecorrelation.com/

Mozemy podobna gre przeprowadzi¢ za pomoca R. Dobrym punktem wyjscia jest funkcja
rmvnorm z pakietu mvtnorm, ktéra pozwala nam losowaé skorelowane ze soba zmienne.

library(mvtnorm)
sym <- rmvnorm(100, mean = c(1,1), sigma = matrix(c(1,1,1,1),2,2))
plot(sym)
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| | | | |
-1 0 1 2 3
sym([,1]
cov (sym)
[,1] [,2]

[1,] 0.8905963 0.8905963
[2,] 0.8905963 0.8905963

cor (sym)

[,11 [,2]
[1,] 1 1
[2,] 1 1
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sym <- rmvnorm(100, mean = c(1,1), sigma = matrix(c(3,2,2,3),2,2))
plot (sym)
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sym[,1]
cov(sym)
[,1] [,2]

[1,] 3.174526 2.160883
[2,] 2.160883 3.152556

cor (sym)

[,1] [,2]
[1,] 1.0000000 0.6830624
[2,] 0.6830624 1.0000000

Linia regresji

Na koniec powr6¢émy do regresji liniowej. Jak powszechnie wiadomo, réwnanie prostej dopaso-
wywanej do danych w regresji liniowej ma postac:

Y =bX+a

gdzie:

e Y - przewidywana wartos¢ Y

15



o b - wspolezynnik regresji (slope - wspélezynnik kierunkowy)
e a - wyraz wolny (intercept)
o X - warto$é¢ zmiennej predyktora

Zadanie

Wagner, Compas i Howell (1988) badali zwiazek miedzy stresem a zdrowiem psychicznym
wsréd studentow pierwszego roku koledzu. Uzywajac opracowanego przez siebie narzedzia
do mierzenia czestotliwosci, odczuwanej wagi i pozadanosci niedawnych wydarzen zyciowych,
stworzyli miare negatywnych zdarzen w zyciu. Miara ta stuzyta do pomiaru srodowiskowego i
spotecznego stresu odczuwanego przez badanych. Oprécz tego poprosili swoich badanych (stu-
dentéw), aby wypelnili Hopkins Symptom Checklist, ktéra to stuzy do pomiaru wystepowania
lub brak wystepowania 57 psychologicznych symptomoéw zaburzen zdrowia psychicznego.

Rozpoczniemy od wezytania oraz wizualizacji danych. Za pomoca funkcji abline dodamy do
wykresu punktowego linie regresji.

df <- read.table('Tab9-2.dat', header = TRUE)
head (df)

ID Stress Symptoms lnSymptoms

1 1 30 99  4.595120
2 2 27 94  4.543295
3 3 9 80  4.382027
4 4 20 70  4.248495
5 5 3 100  4.605170
6 6 15 109 4.691348

plot (InSymptoms ~ Stress, data = df)
abline(1m(1nSymptoms ~ Stress, data = df))
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InSymptoms

Stress

Nastepnie przyjrzymy sie blizej stworzonemu przez nas modelowi.

summary (lm(1lnSymptoms ~ Stress, data = df))

Call:
Im(formula = 1lnSymptoms ~ Stress, data = df)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.42889 -0.13568 0.00478 0.09672 0.40726

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 4.300537 0.033088 129.974 < 2e-16 *xx*
Stress 0.008565 0.001342 6.382 4.83e-09 x*xx*x

Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.1726 on 105 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2795, Adjusted R-squared: 0.2726
F-statistic: 40.73 on 1 and 105 DF, p-value: 4.827e-09

(Dygresja: w pakiecie rms znajduje sie funkcja do przeprowadzania regresji liniowej zwracajaca
nieco inne informacje niz ta domyslnie wbudowana w R. Mozna jg przetestowaé po wczyta-

niu pakietu rms (library(rms)) wywolujac polecenie ols(1lnSymptoms ~ Stress, data =
df))
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Wyraz wolny (intercept)

o definicja: wartosé Y kiedy X przyjmuje warto$é 0

¢ jego interpretacja zalezy od tego, czy X = 0 ma jakakolwiek sensowna interpretacje

o zwykle nie ma sensownej interpretacji i ma tylko te matematyczna (ogromna i nieprak-
tyczna ekstrapolacja z naszych danych - pomysl o wadze 0Okg!)

e zawsze mozna wycentrowaé nasz predyktor wokét Sredniej - wtedy uzyskujemy sen-
sowng, interpretacje - Y dla wartoéci oczekiwanej X

¢ wycentrowanie nie ma zadnych skutkéw dla wspoétczynnika kierunkowego oraz wspot-
czynnika korelacji

Wspotczynnik kierunkowy (slope)
e zmiana Y zwiazana ze zmiang X o jedna jednostke
o definicja ta méwi nam ze ma on sensowna interpretacje (np. jezeli méwimy o regresji

dochodu z liczby lat edukacji, to wspdtczynnik kierunkowy powie nam jaka réznica w
dochodzie jest zwiazana z kazdym dodatkowym rokiem edukacji)

Standaryzowany wspétczynnik regresji
e to co wspoélczynnik kierunkowy, tylko ze obie zmienne sa wystandaryzowane

e mozemy policzy¢ za pomoca 1m.beta z pakietu QuantPsyc, ale réwnie dobrze mozemy
zrobi¢ to sami mnozac przez iloraz wariancji

Korelacja a standaryzowany wspoétczynnik regresji

o jezeli mamy jeden predyktor (tak jak w tych przykladach, ktérych sie zajmujemy) to jest
to ta sama wartosé

Testowanie hipotez dla wspoétczynnika korelacji » Pearsona

Najczesciej bedziemy sprawdzaé czy zmienne X i Y sa skorelowane. W takim wypadku nasze
hipotezy beda przestawiaé sie w nastepujacy sposéb. Zaczniemy od hipotezy alternatywnej.

Hy:p#0

To znaczy, ze hipoteza alternatywna glosi, ze korelacja w populacji (p) jest rézna od zera.
Hipoteza zerowa (te bedziemy obalaé!) glosi wiec, ze korelacja w populacji wynosi 0:
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HO : p = O
Statystyka testowa wyglada w takim przypadku tak:

r
T=—oou/n—2
V1—r2

ktéra ma przy prawdziwosci H rozklad ¢ o n-2 stopniach swobody.

Mozemy to z tatwosciag sprawdzi¢ za pomoca prostego eksperymentu symulacyjnego.

n <- 35
t_stat = replicate(10000, {
r = cor(rnorm(n), rnorm(n))
(r/sqrt(1-r~2)) *sqrt(n-2)1})
hist(t_stat, freq = FALSE)
curve (dt(x,n-2), add = TRUE)

Histogram of t_stat

S

- AR

Density
00 01 0.2 03

t_stat

Zrébmy proste ¢wiczenie. Na poczatek stworzmy macierz z losowymi liczbami pochodzacymi
z rozkladu normalnego (10 kolumn po 35 liczb) a nastepnie obliczmy statystyke testowa ¢ dla
korelacji miedzy nimi.
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# Generujemy zbidr danych
m <- matrix(rnorm(350), 35, 10)

# Tworzymy macierz korealcji
c_m <- cor(m)

# Tworzymy macierz statystyk t
t_m <- (c_m/sqrt(l-c_m~2)) * (sqrt(35-2))

t_m
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]

[1,] Inf 0.4800288 -0.3451965 -1.3496842 -2.39003013 0.7258763
[2,] 0.4800288 Inf -0.1103936 -0.4594719 -0.84329020 -1.2575014
[3,] -0.3451965 -0.1103936 Inf -0.8606814 2.16153313 -0.1291704
[4,] -1.3496842 -0.4594719 -0.8606814 Inf 0.73569217 -1.1378901
[5,] -2.3900301 -0.8432902 2.1615331 0.7356922 Inf 0.4030385
[6,] 0.7258763 -1.2575014 -0.1291704 -1.1378901 0.40303851 Inf
[7,] -0.7158483 -0.6252840 1.1884167 0.3987274 1.57740653 0.2121234
[8,] -0.8544879 1.4092020 -0.0569788 0.3768702 0.57189838 -0.7226753
[9,] -0.9529914 1.0687030 -0.5507346 0.8986912 0.09198021 -0.4861767
[10,] -0.6204653 -0.5465096 0.7599606 0.6351513 0.04681898 -1.0682165

[,7] [,8] [,9] [’10]
[1,] -0.7158483 -0.8544879 -0.95299137 -0.62046527
[2,] -0.6252840 1.4092020 1.06870296 -0.54650964

[3,] 1.1884167 -0.0569788 -0.55073457 0.75996056
[4,] 0.3987274 0.3768702 0.89869122 0.63515134
(65,1 1.5774065 0.5718984 0.09198021 0.04681898
[6,] 0.2121234 -0.7226753 -0.48617671 -1.06821646
[7,] Inf -1.4772019 -0.16814007 0.27471857
[8,]1 -1.4772019 Inf 0.15082111 0.30639429
[9,] -0.1681401 0.1508211 Inf -0.62967455
[10,]1 0.2747186 0.3063943 -0.62967455 Inf

Majac taka macierz jesteSmy w stanie dla kazdej komérki (= dla kazdej kombinacji dwéch
zmiennych) ocenié, czy odrzucamy hipoteze zerowa czy nie. Wystarczy postuzyé sie odpo-
wiednim rozktadem t o n — 2 stopniach swobody. Za pomoca funkcji ponizej mozemy tatwo
stwierdzic, ktore hipotezy zerowe odrzucamy.

t_m <= qt(0.025, 33) | t_m >= qt(0.975, 33)

(,11 [,21 [,31 [,41 ([,51 ([,e1 [,71 [,8] [,9] [,10]
[1,] TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
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[2,] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[3,] FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[4,] FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[5,] TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[6,] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE
[7,] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
[8,] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE
[9,] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
[10,] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE

A nawet policzy¢, ile razy odrzuciliSmy hipoteze zerowsa)!

print('Liczba statystycznie istotnych korelacji miedzy wygenerowanymi
o probami')

[1] "Liczba statystycznie istotnych korelacji miedzy wygenerowanymi prdébami'

sum(t_m <= qt(0.025, 33) | t_m >= qt(0.975, 33)) - ncol(t_m)

(1] 4

(Uwaga! Test statystyczny dla wspélczynnika korelacji mozemy réwniez wykonaé za pomoca
wbudowanej w R funkcji cor.test. Funkcja ta jednak przyjmuje tylko dwa wektory!

cor.test(ml, 1], m[, 2]1)

Pearson's product-moment correlation

data: m[, 1] and m[, 2]
t = 0.48003, df = 33, p-value = 0.6344
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.2571093 0.4052722
sample estimates:
cor
0.08327206

)

Ponizej widza Panstwo wykres ilustrujacy nasz eksperyment z losowaniem. Pod wykresem
wypisujemy liczbe istotnych statystycznie wspolezynnikéw korelacji poza przekatna (czyli po-
mijamy korelacje zmiennych z samymi soba). Wokél jakiej liczby oscylowalaby ta wartosé
gdybyémy powtarzali nasz eksperyment? Dlaczego?
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m <- matrix(rnorm(350), 35, 10)

c_m <- cor(m)

t_m <~ (c_m/sqrt(l-c_m~2)) * (sqrt(35-2))

reject <- (t_m <= qt(0.025, 33) | t_m >= qt(0.975, 33))
heatmap(matrix(as.numeric(reject), 10,10), Rowv = NA, Colv = NA, col =
o viridis(2))

=
o

R N Wb~ 01O N 0O ©

print (sum(reject) - 10) # 10 lezy na przekatnej

[1] 4
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