Testy t

Test t dla jednej préby

W poprzednim odcinku zajmowaliSmy sie¢ problemem pojedynczej préby i pytaniem o popula-
cje, z ktérej ta proba pochodzi (czy mozemy odrzucié¢ hipoteze, ze Srednia w populacji wynosi
iles, albo w jakim przedziale z okreslonym prawdopodobienstwem znajduje sie srednia w po-
pulacji).

Ustalilidémy, ze test t dla jednej proby mozna rozumieé jako pewnego rodzaju modyfikacje testu
z, gdzie zamiast statystyki testowej z préby, wykorzystujacej znana wariancje w populacji:

z = X—p
_a/\/ﬁ

korzystamy ze statystyki testowej, gdzie wariancje estymujemy rowniez z préby:

Sy
3/\/N

Taka statystyka testowa ma przy zalozeniu hipotezy zerowej rozkiad ¢ o N — 1 stopniach
swobody.

Zalézmy na przyktad, ze z wieloletniej praktyki wiemy, ze studenci kognitywistyki rozwiazuja
pewin test zaliczeniowy ze statystyki ze $rednim wynikiem 26.5. W tym roku pojawilo sie
dziesigcioro nowych studentow, ktérzy uzyskali wyniki = c(10, 50, 46, 32, 37, 28, 41,
20, 32, 43). Czy mamy podstawy sadzi¢, ze ci studenci sg lepsi ze statystyki niz przecietny
student kognitywistyki? Odpowiedzie¢ na to pytanie pomoze nam test t dla jednej préby:
t.test(wyniki, mu=26.5).

Pytanie

Ktore z ponizszych twierdzen sa prawdziwe?



o Prawdopodobienstwo wylosowania z populacji o $redniej 26.5 dziesigcioelementowej
proby o sredniej co najmniej tak réznej od 26.5 jak obserwowana Srednia 33.9 wynosi
okoto 8.9%.

o Zakladajac a = 0.05, nie mamy podstaw, zeby odrzuci¢ hipoteze zerowa, ze tych dziesie-
cioro studentéw pochodzi z populacji o $redniej 26.5.

e Poniewaz 95-procentowy przedziat ufnosci wokot sredniej w probie obejmuje wartosé 26.5,
nie mamy podstaw, zeby odrzuci¢ hipoteze, ze tych dziesiecioro studentéw pochodzi z
populacji o éredniej 26.5.

o Sredni wynik w prébie wynosi 33.9.

Odpowiedz

Wszystkie cztery sa prawdziwe.

Test t dla préb zaleznych

W praktyce badawczej znacznie czesciej mamy do czynienia z dwiema prébami, a nie jedng. W
takiej sytuacji hipoteza zerowa méwi zazwyczaj, ze proby te pochodza z populacji o tej samej
sredniej. Czy kobiety maja wyzsza inteligencje werbalng od mezczyzn? Czy wypicie filizanki
kawy zmniejsza czas reakcji w jakims$ zadaniu poznawczym? Czy przestawienie szyku zdania
powoduje, ze wolniej to zdanie rozumiemy (Czlowiek pogryzt psa a Psa pogryzt czlowiek)? To
sq wszystko przyktady probleméw z taka wtasnie hipoteza zerowa.

Szczegdlnym przypadkiem jest sytuacja, kiedy dwie proby sa ze soba powiazane w taki sposéb,
ze pomiary z obu préb tacza sie w pary. Na przyklad losowej grupie studentéw kognitywistyki
mierzymy inteligencje przed poczatkiem semestru i ponownie na poczatku ferii zimowych, bo
naszym pytaniem badawczym jest, czy 30 godzin statystyki z R w ciagu semestru podnosi
inteligencje og6lng. Mamy zatem teoretycznie dwie préby pomiaréw, ale tylko o tej pierwszej
mogliby$my powiedzieé, ze byla losowa: druga jest w calosci zdeterminowana ta pierwsza (bo
mierzymy inteligencje ponownie tym samym osobom).

W takiej sytuacji stosujemy test t dla préb zaleznych (po angielsku brzmi to nawet lepiej, bo
paired-sample t test), ktory w istocie nie rézni sie niczym od testu t dla jednej préby. Interesuja
nas pary pomiaréw, a wlasciwie réznice miedzy dwoma pomiarami w kazdej parze. Hipoteza
zerowa moéwi, ze Srednia taka réznica w populacji wynosi zero.

No to zalézmy, ze przetestowaliémy w ten sposéb 49 studentéw kognitywistyki, kazdemu mie-
rzac inteligencje przed i po kursie statystyki z R i odejmujac pierwszy pomiar od drugiego.
Niektérzy wypili wiecej kawy przed pierwszym pomiarem, inni byli zmeczeni sesja egzamina-
cyjna, wiec niektore réznice wyszly ujemne, a $rednia réznica wyniosta tylko p6t punkta (na
korzy$¢é pdzniejszego pomiaru).

Pytanie I



Jaka jest wartos$c statystyki t przy zatozeniu, ze odchylenie standardowe tych 49 réznic wynio-
sto az 1.757

Wartosé t otrzymujemy, dzielac réznice miedzy $rednia w prébie (0.5) a zakladana w hipotezie
zerowej Srednia w populacji (0) przez odchylenie standardowe w prébie (1.75) dzielone przez
pierwiastek liczebnoéci (49). Nastepnie mozemy skorzystaé z rozkladu t o N —1 stopniach swo-
body, by oszacowaé¢ prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej tak skrajnej réznicy miedzy
Srednig w prébie a $rednia w populacji, jak ta, ktérg uzyskaliémy.

Pytanie I1

Jaka bedzie nasza konkluzja?

e Przyjmujac a = 0.01, nie mamy podstaw, zeby odrzuci¢ hipoteze zerowa, ze 30 godzin
statystyki w semestrze nie wptywa na poziom inteligencji ogdlnej.

e Nawet gdybysmy catkowicie odrzucili mozliwo$é, ze wplyw kursu statystyki na inteli-
gencje moze by¢ negatywny, i przeprowadzili test jednostronny (czyli zakladajacy kie-
runkowsa hipoteze alternatywna), przy « = 0.01 nie mieliby$my podstaw, zeby odrzucié
hipoteze zerowa.

e Przyjmujac o = 0.05, nie mamy podstaw, zeby odrzuci¢ hipoteze zerowa, ze 30 godzin
statystyki w semestrze nie wplywa na poziom inteligencji ogélnej.

e Nawet gdybysmy catkowicie odrzucili mozliwo$é, ze wplyw kursu statystyki na inteli-
gencje moze by¢ negatywny, i przeprowadzili test jednostronny (czyli zakladajacy kie-
runkowa hipoteze alternatywna), przy « = 0.05 nie mieliby$my podstaw, zeby odrzucié
hipoteze zerowa.

Odpowiedzi

o Wartos¢ statystyki testowej ¢ wynosi 2!
o Falszywa jest opcja numer 4

Test t dla préb zaleznych

Jeszcze jeden przyklad. Amerykanscy badacze poréwnywali satysfakcje z zycia seksualnego
kobiet i mezczyzn zyjacych w stalym zwiazku (badanie jest autentyczne, ale liczby zmy$litem).
Zalézmy, ze w tym celu przepytali 15 par i kazda osoba musiala oceni¢ swoja satysfakcje
na skali 1-5. Mamy wiec 15 odpowiedzi mezczyzn i 15 odpowiedzi kobiet, ale zasadne jest
analizowanie ich parami.

Dlaczego? Przyjmijmy, ze na poziomie populacji $rednia satysfakcja mezczyzn jest wyzsza od
Sredniej kobiet. Mimo to w naszej probie mogl sie trafi¢ mezczyzna, ktéry jest na tyle nieusa-
tysfakcjonowany, ze bedzie wyjatkowo zanizal srednia w grupie mezczyzn (a zatem “utrudnial”
odkrycie istniejacej na poziomie populacji réznicy). Moze to byé¢ jednak spowodowane obiek-
tywnym faktem, ze zycie seksualne danej pary nie uktada sie najlepiej, a ocena tego mezczyzny,



mimo ze niska na tle innych mezczyzn, moze wciaz przewyzszaé oceng jego partnerki. Stosujac
test t dla préb zaleznych, bierzemy wlasnie to pod uwage.

Jedli odpowiedzi mezczyzn sa takie:

m<-c(1, 1,2, 2,3, 3,3, 4,4, 4, 4, 5, 5, 5, 5)
a odpowiedzi kobiet takie:

k <- c(1, 1, 1,2, 2,2, 3,3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, b)

zakladajac, ze odpowiadajace sobie elementy obu wektoréw tworza pary, mozemy zastosowaé
t.test(m, k, paired=TRUE).

Pytanie
Wybierz prawidlowa odpowiedz:

¢ 95-procentowy przedzial ufnosci nie obejmuje 0. Wynika z tego, ze przy a = 0.05 mozemy
odrzuci¢ hipoteze zerows,.

e 95-procentowy przedzial ufnoéci nie obejmuje 0. Wynika z tego, ze przy a = 0.01 mozemy
odrzuci¢ hipoteze zerowa.

e 95-procentowy przedzial ufnosci nie obejmuje 0. Wynika z tego, ze przy a = 0.05 nie
mozemy odrzucié¢ hipotezy zerowej.

e 95-procentowy przedzial ufnosci nie obejmuje 0. Wynika z tego, ze przy a = 0.01 nie
mozemy odrzucié¢ hipotezy zerowej.

Odpowiedz

Oczywiscie prawidtows odpowiedzig jest odpowiedz pierwsza.

Test t dla préb zaleznych - przypomnienie.

Amerykanscy badacze poréwnywali satysfakcje z zycia seksualnego kobiet i mezczyzn zyjacych
w stalym zwiazku (badanie jest autentyczne, ale liczby zmyélitem). Zalézmy, ze w tym celu
przepytali 15 par i kazda osoba musiala oceni¢ swoja satysfakcje na skali 1-5. Mamy wiec 15
odpowiedzi mezczyzn i 15 odpowiedzi kobiet, ale zasadne jest analizowanie ich parami.

Dlaczego? Przyjmijmy, ze na poziomie populacji $rednia satysfakcja mezczyzn jest wyzsza od
Sredniej kobiet. Mimo to w naszej probie mégl sie trafi¢ mezczyzna, ktéry jest na tyle nieusa-
tysfakcjonowany, ze bedzie wyjatkowo zanizal srednig w grupie mezczyzn (a zatem “utrudnial”
odkrycie istniejacej na poziomie populacji réznicy). Moze to byé jednak spowodowane obiek-
tywnym faktem, ze zycie seksualne danej pary nie uklada sie najlepiej, a ocena tego mezczyzny,
mimo ze niska na tle innych mezczyzn, moze wciaz przewyzszaé ocene jego partnerki. Stosujac
test ¢ dla préb zaleznych, bierzemy wlasnie to pod uwage.

Jesli odpowiedzi mezczyzn sg takie:



m<-c(1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5)
a odpowiedzi kobiet takie:
k <-c(1, 1,1, 2,2,2,3,3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5)

zakladajac, ze odpowiadajace sobie elementy obu wektoréow tworza pary, mozemy zastosowac
t.test(m, k, paired=TRUE).

m<-c(1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5)
k <- c(1, 1, 1,2, 2,2, 3,3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5)

3 b

t.test(m,k, paired = TRUE)

Paired t-test

data: m and k
t =4, df = 14, p-value = 0.001316
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.2473618 0.8193049
sample estimates:
mean difference
0.5333333

Test t dla prob niezaleznych

Roé6znica miedzy kobietami a mezczyznami okazala sie istotna statystycznie. Wartos¢ p bylta
nizsza niz .05, a 95-procentowy przedzial ufnosci nie objat zera. Co by jednak bylo, gdybysmy
te same odpowiedzi uzyskali od 15 kobiet i 15 mezczyzn wylosowanych zupelnie niezaleznie od
siebie?

Nie moglibyémy odpowiedzi potaczy¢ w pary i zastosowac tej samej procedury, co w przypadku
pojedynczej proby. W przypadku pojedyriczej proby punktem wyjscia jest rozklad sredniej z
proby, czyli rozklad okredlajacy prawdopodobienstwo wylosowania préb o réznych Srednich z
populacji o danej $redniej (zalozonej w hipotezie zerowej). Podobnie jest w przypadku dwéch
préb zaleznych, kiedy interesuja nas réznice w parach (a hipotetyczna srednia tych réznic w
populacji wynosi zero). Natomiast w przypadku dwoch préb niezaleznych statystyka, ktéra
nas interesuje, nie jest pojedyncza srednia, tylko réznica miedzy Srednimi.

Przede wszystkim wiec musimy okresli¢ rozklad réznicy érednich z préb. Jak wyglada taki
rozklad? Na podstawie naszej wiedzy statystycznej mozemy juz formutowaé pewne intuicje.
Jako coraz bardziej zaawansowani uzytkownicy R mozemy z kolei nasze intuicje sprawdzad!



N <- 20

mu <- 165

sigmal <- 10

sigma2 <- 8

i <= 100000

sl <- replicate(i, mean(rnorm(N, mu, sigmal)))
s2 <- replicate(i, mean(rnorm(N, mu, sigma2)))

Pytanie

sl i s2 to przyblizenia rozktadu $redniej z préby, kazde bazujace na i losowan z populacji o tej
samej $redniej mu. Zatem s1 - s2 bedzie przyblizeniem rozkladu réznicy Srednich z préb.

Ktére z ponizszych stwierdzen sg prawdziwe?
e var(sl) oscyluje woké6t sigmal~2/N.
o sd(s2) oscyluje wokol sigma2/sqrt (N).
e var(s1-s2) oscyluje wokél var(s1) + var(s2).
e mean(si-s2) oscyluje wokdél mu * 2.

var(s1)

[1] 5.02709

sd(s2)

[1] 1.78792

var(s1-s2)

[1] 8.209798

mean(s1-s2)

[1] 0.004036825



Rozklad réznicy srednich z préb to rozklad normalny o $redniej réwnej réznicy srednich w
populacji (zazwyczaj, zgodnie z hipoteza zerowa, 0).

Wariancja tego rozkladu jest natomiast suma wariancji rozktadéw poszczegdlnych srednich.

Wariancja rozktadu sredniej z proby to w pewnym sensie niedoktadnosé, z jaka érednia proby
odpowiada éredniej w populacji, a zwigzana z losowaniem tej préby. Jesli losujemy z tej samej
populacji dwie proby, to réznica pomiedzy Srednimi powinna oczywiscie oscylowaé wokot zera,
ale tak jak nie mozemy by¢ pewni, ze Srednia jednej czy drugiej proby jest réwna Sredniej w
populacji, tym bardziej nie mozemy by¢ pewni, ze réznica tych $rednich bedzie réwna zero.

options(repr.plot.width=7.5, repr.plot.height=5)
par (mfrow = c(1,2), cex = 0.6)

wariancja_roznicy <- expression(sigma[bar(X[1]) - bar(x[2])]"2 ==
o sigmalbar(X[1])]72 + sigma[bar(X[2])]172)

wariancja_roznicy2 <- expression(sigmal[bar(X[1]) - bar(x[2])]72 ==
o frac(sigmal[1]~2, N[1]) + frac(sigma[2]°2, N[2]))

curve (dnorm(x) ,

main = 'Rozk%ad réznicy Srednich z préb',
from= -4,

to=4,

xaxt = 'n',

xlab = '')

text(2.2, 0.3, labels = wariancja_roznicy)

text (2.2, 0.25, labels = wariancja_roznicy2)

abline(v = 0, 1ty = 3)

mtext(side = 1, expression(H[0]: mu[l] - mu[2] == 0), cex = 0.6, line = 1)

z_roznicy <- expression(z == frac((bar(X[1]) - bar(X[2])) - (mu[1] - mu[2]),
sqrt(sigma[1]72/N[1] + sigma[2]72/N[2])))
hO_z <- expression(H[0]: z == frac(bar(X[1]) - bar(X[2]),
sqrt(frac(sigma[1]~2, N[1]) + frac(sigma[2]~2, N[2]))))

curve (dnorm(x) ,

main = 'Standaryzowany rozkiad réznicy Srednich z préb',
from= -4,

to=4,

xlab = '")

text(2.5, 0.3, labels = z_roznicy)
text (2.2, 0.22, labels = hO_z)
abline(v = 0, 1ty = 3)



Rozktad réznicy $rednich z préb Standaryzowany rozktad réznicy $rednich z prék
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Pozostaje jeszcze pytanie, czy zamieniajac we wzorze na z (drugi wykres) obie sigmy (o, kté-
rych zazwyczaj nie znamy) na wariancje policzone w prébach (s), otrzymamy statystyke o
rozkladzie t, jak w przypadku pojedynczej préby. William Gosset (a.k.a. Student), ktéry w
ogble jako pierwszy zaproponowal rozktad ¢, wykazal, ze tak, pod warunkiem, ze obie war-
tosci s sa estymatorami tego samego parametru (czyli, ze wariancje w obu populacjach sa
identyczne: nie jest to zalozenie pozbawione sensu, a poza tym pojawia sie we wszystkich
pokrewnych metodach, jak analiza wariancji, czy analiza regresji; warto wiec o nim pamie-
ta¢). Gosset zaproponowal, zeby w takim wypadku zamiast dwéch oddzielnych estymatoréw
stosowa¢ jeden usredniony (liczac ich $rednia wazona, czyli biorac poprawke na réznice w li-
czebnosciach obu préb). Rozklad prawdopodobienstwa otrzymanej statystyki to rozklad ¢ o
liczbie stopni swobody réwnej sumie stopni swobody w obu prébach.

Pytanie

Zatem liczba stopni swobody w tescie t Studenta dla prob niezaleznych wynosi:

e N, +N,—2
. N1+N2—1
« N—1

¢« 2N

Problem Behrensa-Fishera

Pytanie o to, jaki rozklad ma statystyka t w przypadku heterogenicznosci wariancji (czyli, gdy
wariancje w obu populacjach sa rézne), nazywa si¢ problemem Behrensa-Fishera. Najczesciej
uzywanym przyblizonym rozwiazaniem tego problemu jest rozwiazanie Welcha-Satterthwaite’a,
ktére zaklada, ze jest to rozklad t, ale o liczbie stopni swobody mniejszej niz N; + N, — 2.



Doktadna liczbe df daje rozwiazanie réwnania Welcha-Satterthwaite’a, a test ¢ stosowany z
ta poprawka nazywa si¢ czesto testem ¢ Welcha.

Pytanie

Jesli wynik testu ¢ Studenta jest istotny statystycznie, czy test ¢ Welcha policzony na tych
samych danych tez okaze sie istotny (zakladajac ten sam poziom «)?

¢ Niekoniecznie. Jest raczej na odwrét: jesli test t Welcha jest istotny statystycznie, test t
Studenta policzony na tych samych danych réwniez bedzie istotny.

o Tak.

o Niekoniecznie. Zalezy od tego, czy mamy do czynienia z heterogenicznoscia wariancji.

¢ Niekoniecznie.

Test t Studenta vs test ¢ Welcha

Kiedy stosowaé test ¢ Studenta, a kiedy — test ¢ Welcha? R domyslnie stosuje test Welcha,
ktory nie wymaga zalozenia réwnosci wariancji w obu populacjach. Gdy obie proby maja taka
sama liczebnos¢, jak w naszym przykladzie, oba testy daja te sama wartos¢ statystyki ¢. Jesli
wariancje w probach sa rézne, Welch obniza jednak liczbe stopni swobody wzgledem N;+N,—2.
Rozklad ¢t ma wtedy grubsze ogony i obszar krytyczny zaczyna sie dalej od zera — trudniej
wiec odrzuci¢ hipoteze zerowa. W takim przypadku wynik istotny w teécie Welcha bedzie tez
istotny w tescie Studenta. (Przy réznych liczebnosciach préb moze zmienié si¢ réwniez wartosé
statystyki ¢, dlatego ta regula nie musi juz dzialaé.)

Pytanie

Na koniec wr6¢my do naszych mezéw i zon. Jaki wynik uzyskamy, jedli przyjmiemy, ze nie
byli to mezowie i zony, ale 15 kobiet i 15 mezczyzn wylosowanych do badania niezaleznie od
siebie?

o Wartos¢ ¢ w tescie Welcha wynosi 1.0583.

e Liczba stopni swobody w tescie Studenta wynosi 28.
o Wartos¢ t w tescie Studenta wynosi 1.0237.

e Liczba stopni swobody w tescie Welcha wynosi 28.

Te same dane prowadza do zupelnie innych wnioskéw, jesli potraktowaé je innym (niewlasci-
wym) testem. Warto$é¢ statystyki ¢ w tedcie dla préb niezaleznych zawsze bedzie nizsza, bo
mianownik jest wiekszy: skoro obie proby losowane byly niezaleznie, to musimy uwzglednié¢
(dodaé do siebie) wariancje generowane przez nie obie.
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